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Sur  les   intégrales  doubles  de  seconde  espèce 
dans  la   théorie  des  surfaces  algébriques 

(Premier  Mémoire); 
Par  m.   Emile  PICARD. 


On  sait  combien,  dans  la  théorie  des  courbes  algébriques,  la  dis- 
tinction des  intégrales  abéliennes  en  trois  espèces  joue  un  rôle 
important.  Dans  un  grand  nombre  de  questions,  les  intégrales  do 
première  et  de  seconde  espèce  sont  particulièrement  intéressantes  à 
considérer.  11  est  naturel  de  chercher  à  faire  pour  les  intégrales 
doubles  attachées  à  une  surface  algébrique,  c'est-à-dire  pour  les  inté- 
grales doubles 

^{x,y,z)dxdy         [f{x,y,z)^o\ 


ff 


(où  R  est  rationnelle  en  x,  y  et  z),  une  classification  plus  ou  moins 
analogue.  On  a  considéré,  depuis  longtemps,  les  intégrales  doubles 
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de  première  es])èce  attachées  à  une  surface,  et  ces  intégrales  jouent 
un  rôle  très  important  quand  on  présente  sous  une  forme  analytique 
les  célèbres  travaux  de  M.  Nœtlier  sur  les  surfaces.  On  n'a  jamais 
cherché  jusqu'ici  à  établir  une  classiflcation  plus  complète.  Je  me 
propose,  dans  ce  premier  Mémoire,  de  poser  les  bases  d'une  théorie 
des  intégrales  doubles  de  seconde  espèce  dans  la  théorie  des  surfaces 
algébriques,  et  de  montrer  comment  la  notion  d'intégrale  de  seconde 
espèce  conduit  à  un  nombre  invariant,  qui  paraît  distinct  de  ceux  qui 
ont  été  considérés  jusqu'ici.  Dans  un  second  Travail,  j'approfondirai 
quelques-uns  des  problèmes  qui  se  posent  d'eux-mêmes,  les  proposi- 
tions fondamentales  une  fois  établies;  nous  montrerons  alors  la  con- 
nexion intime  qui  existe  entre  la  théorie  des  intégrales  doubles  de 
seconde  espèce  et  l'étude  des  cycles  linéaires  sur  une  surface,  étude 
dont  je  me  suis  occupé  dans  mes  recherches  antérieures  et  en  particu- 
lier dans  ma  Théorie  des  fondions  algébriques  de  deux  variables. 
Les  points  essentiels  du  Mémoire  actuel  ont  été  indiqués  succincte- 
ment dans  les  Comptes  rendus  (G  décembre  1897,  24  janvier  1898  et 
2/1  octobre  1898). 


I.  —  Des  intégrales  doubles  de  seconde  espèce. 
1 .   Considérons  une  surface  algébrique 

./(■^>r>-)  =  o 

et  soit  une  intégrale  double  relative  à  cette  surface 

(i)  ffj{(x,y,z)dxdy, 

R  étant  rationnelle  en  x,  y  et  z.  Nous  allons  tout  d'abord  défmir  ce 
que  nous  entendons  par  intégrale  double  de  seconde  espèce  ('  ). 

Prenons  sur  la  surface  un  point  arbitraire  A,  que  l'on  peut  toujours, 
par  une  transformation  préalable,  supposer  à  distance  finie.  Si  \c 

(')  Nous  donnerons  dans  In  Section  IV  une  autre  définition  des  intégrales  de 
seconde  espèce,  provenant  de  la  considération  des  rcsidiis  de  l'intégrale  doidjle. 
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point  A  est  un  point  simple,  nous  dirons  que  l'intégrale  (i)  présente 
le  caractère  d'une  intégrale  de  seconde  espèce,  si  l'on  peut  trouver 
deux  fonctions  rationnelles  U  cl  V  de  x,  y,  z,  telles  que,  après  avoir 
formé  l'intégrale  double 

la  différence  des  intégrales  (i)  et  (2)  reste  finie  au  voisinage  de  A  (on 
considère,  bien  entendu,  z  comme  fonction  de  x  etj^cjuand  on  prend 
les  dérivées  partielles  de  U  et  V  par  rapport  à  x  ely).  Si  le  point  A 
est  un  point  multiple  de  /,  on  sait  cjue  l'on  peut  partager  le  voisinage 
de  A  en  un  certain  nombre  de  régions,  telles  que  chacune  d'elles  cor- 
responde birationnellement  à  une  région  R  située  sur  une  surface  F, 
et  ne  comprenant  que  des  points  simples  de  F;  l'intégrale  (  i)  présen- 
tera en  A  le  caractère  d'une  intégrale  de  seconde  espèce,  si  ses  trans- 
formées, par  chacune  des  substitutions  birationnelles  à  employer,  pré- 
sentent, en  tous  les  points  de  la  région  correspondante  R  de  la  surface 
correspondante  F,  le  caractère  d'une  intégrale  de  seconde  espèce.  Si, 
en  tout  point  A  de  la  surface  /  (à  distance'finie  ou  à  l'infini),  l'inté- 
grale (1)  présente  le  caractère  d'une  intégrale  de  seconde  espèce,  cette 
intégrale  sera  dite  une  intégrale  double  de  seconde  espèce.  Il  est 
clair  que  les  fonctions  rationnelles  U  et  V  à  employer  pourront  varier 
avec  le  point  A. 

2.  11  importe  tout  d'abord  de  s'assurer  que  la  forme  des  expres- 
sions (2)  est  de  nature  invariante  i^elativement  aux  transformations 
birationnelles.  On  s'en  assure  de  la  manière  suivante.  Envisageons 
d'abord  l'intégrale 

où  rri — ^-^  représente  le  déterminant  fonctionnel  des  deux  fonctions  1* 

et  Q  de  X  et  y;  si  l'on  remplace  les  variables  x  ci  y  par  de  nouvelles 
variables  x'  et  y' ,  l'intégrale  devient  évidemment 


ff^T^dx'dy 
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et  garde  par  suite  la  même  forme.  Or,  Tintégrale  (3)  rentre  manifesle- 
ment  dans  le  type  (2),  puisqu'on  peut  l'écrire 

(^eci  posé,  on  peut  donner  à  (2)  la  forme  suivante 

en  faisant  un  changement  de  variables,  on  aura 

et,  d'après  ce  que  nous  venons  de  dire,  chaque  terme  de  cette  somme 
et,  par  suite,  la  somme  se  mettent  sous  la  forme 


//' 


^  +  -— ;  ]dx  dy'. 

L'intégrale  (2)  a  donc  conservé  la  même  forme  quand  on  a  remplacé 
les  variables  x  et  y  par  les  variables  x'  ety'^  c'est  Vinvariancc  que, 
nous  voulions  établir. 

5.  Remarquons,  avant  de  continuer,  qu'une  définition  analogue  à 
celle  que  nous  venons  de  donner  pour  les  intégrales  doubles  de  seconde 
espèce  peut  être  adoptée  pour  les  intégrales  simples  de  seconde  espèce 
dans  la  théorie  des  courbes  algébriques.  Si  Ton  a  la  courbe 

./■(■*>  y)  =«> 
les  intégrales  abélienncs  de  seconde  espèce 

relatives  à  celte  courbe  sont  telles  que,  pour  tout  point  A  (k-  la  courbe, 
on  peut  trouver  une  fonction  ralionnelle  {j(x,y),  lellc  (pic  la  tlill'é- 
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rcnce 

/u(x,r)./..-/£^x- 

reste  Unie  dans  le  voisinage  de  A. 

4.  On  sait  que,  pour  une  courbe  algébrique,  il  n  existe  qu'un 
nombre  limité  d'intégrales  abéliennes  de  seconde  espèce,  c'est-à-du-e 
qu'il  existe  un  nombre  limité  d'intégrales  abéliennes  J  de  seconde 
espèce,  dont  aucune  combinaison  linéaire  n'est  de  la  forme 


(«) 


(U  étant  rationnelle  en  x  et  y),  et  telles  que  toute  autre  intégrale  de 
seconde  espèce  est  une  combinaison  linéaire  des  intégrales  J,  a  un 
terme  additif  près  de  la  forme  (a). 

Nous  devons  nous  demander  s'il  en  est  de  même  dans  la  tbeorie  des 
surfaces  algébriques.  Nous  allons  montrer,  pour  répondre  à  cette 
question,  qn'il  existe  un  nombre  limité  p  d'intégj'ales  i  de  seconde 
espèce,  dont  aucune  combinaison  linéaire  n'est  de  la  forme 


(?) 


im-%y-^y 


(P  et  Q  étant  rationnelles  en  x,  y  et  r),  et  telles  que  toute  autn> 
inté'-rale  de  seconde  espèce  est  une  combinaison  linéaire  des  inté- 
grales J,  à  un  terme  additif  près  de  la  forme  (?).  La  démonslration 
de  ce  résultat  sera  la  conséquence  d'une  longue  suite  de  trans  oi- 
mations  de  calculs  qui  vont  faire  l'objet  des  Sections  suivantes.  Nous 
aurons  ensuite  à  montrer  qu'une  intégrale  double  de  seconde  espèce 
relative  à  une  surface  f  se  cbange,  quand  on  transforme  birationno  - 
lement  f  en  une  surface  F,  en  une  intégrale  de  seconde  espèce  (le  la 
surfaceF.  Ce  fait  ne  résulte  pas  immédiatement  du  calcul  du  ?;  -  et 
demandera  quelques  explications. 


r,.  de  Malh.  ('>'  série),  tome  V.  -  Fasc.  1,  18^9. 
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II.  —  Remarques  générales. 

5.   Commençons  par  étudier  les  intégrales  de  seconde  espèce  ayant 
la  forme  particulière 

(  'i )  j  j     \^_la)^f.  '"        ("■>''  '-'  ï   ^^''^"^  ""  pob'»o'"'^)' 

en  supposant,  comme  il  est  permis,  cjue  la  surface  de  degré  ni 

occupe  une  position  arbitraire  par  rapport  au\  axes  de  coordonnées. 
Envisageons  Tintégrale  simple 

rP{x,y,z)da; 
^^^  J      (-r-a)V= 

relative  à  la  courbe  entre  x  el  : 

f{x,y,z)=r.a, 

où.  y  est  un  paramètre.  On  sait  que,  par  la  soiislraclion  d'une  expres- 
sion de  la  forme 


J  dx\{j--ay^-')^-^'' 


on  peut  ramener  l'intégrale  (^)à  une  intégrale  analogue,  où  a  est 
remplacé  par  a  —  i.  Toutefois  les  coeflicicnts  du  polynôme  Q(x,z) 
en  X  (il  z  étant  des  fractions  rationnelles  de^',  il  figurera  dans  la  nou- 
velle intégrale,  au  dénominateur,  un  polynôme  en  y.  Il  importe  d'exa- 
miner de  quelle  manière  j  figure  dans  ce  dénominateur.  Soient  r,, 
z.^,  . . .,  z„,  les  ///  racines  de  l'équation 

/(a,/,  =)  =  f'; 
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le  polynôme  Q{^,  -)  est  seulement  assujetti  à  vérifier  les  équations 

(='•  -  0/.(«'r'  -/)  Q(«î  -/)+  P(«  Js  =i)=(^  (/  =  1 ,  2,  . . .,  /;/). 

Il  suffira  de  prendre  pour  Q(j.\  z)  un  polynôme  en  :;  de  degré  /?/  —  i , 
et  il  est  clair  que  ses  coefficients  contiendront,  en  dénominateur,  le 
résultant  des  deux  écjuations 

/(a,)-,  r)=o,         /:(    ,r,  ;)  =  (.. 

Notre  dénominateur  admettra  donc  pour  racines  simples  les  valeurs 
de  y  correspondant  aux  points  de  la  courbe 

où  la  tangente  est  parallèle  à  l'axe  des  z,  et  pour  racines  doubles  les 
valeurs  de  y  correspondant  aux  points  doubles  de  cette  courbe,  si  la 
courbe  n'a  que  des  points  doubles.  Soit  d'une  manière  générale  A(j')  ce 
résultant;  l'intégrale  (4),  par  la  soustraction  d'une  intégrale  de  la 
forme 


//^'^■'■'^->' 


(où  L  est  rationnelle  en  x,y,  z),  se  trouve  ramenée  à  une  intégrale  de 
la  forme 

P(j",  y,  z)  djcdy 


r  r  P(J,  y,z)dj: 
J  J    (x-a)^-^AO 


En  continuant  de  la  même  manière,  on  ai'i'i\era  évidemment  à  une 
intégrale  de  la  forme 


rr    V{x,y,z)dxdy 
J  J   (:r-a)[A(/)]«-'/,' 


P  étant  toujours  un  polynôme. 

G.   Puisque  lintégrale  précédente  est  de  seconde  espèce,  ou  }>eut, 
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dans  le  voisinage  d"un  point  arbitraire  de  la  conrbe  (') 
(t)  ■'•  =  «,         .A*S7>-)=o> 

i-etranchcr  une  inlét^rale  double  de  la  forme 


JJijè^'^y-'r 


de  telle  sorte  (jue  la  différence  reste  finie  dans  le  voisinage  du  point. 
Les  fractions  rationnelles  U  et  V  sont  nécessairemenl  de  la  forme 

(.r  —  «)'-  '  (.v  —  a}V-  ' 

A  cl  B  étant  encore  des  fractions  rationnelles,  mais  qui  ne  deviennent 
pas  infinies,  et  supposons  que  B  ne  s'annule  pas  identiquement  sur  la 
courbe  y. 

Si  X  est  supérieur  à  ij.  —  i,  A  s'annule  nécessairement  pour  x  =  a, 
et  par  suite  on  peut,  de  proche  en  proche,  réduire  À  à  t/.  —  i .  On  peut 
d'ailleurs  dans  tous  les  cas  supposer 


en  multipliant,  s'il  est  nécessaire,  les  deux  termes  de  U  par  une  puis- 
sance de  X  —  a. 

Nous  avons  donc  l'expression 

Si  a  est  supérieur  à  ii/t,  la  différence 

-  ([J-  -  O^H^' J'  '•)  -^  -jj.  'H'''»r,  -  ) 

(')  On  peut  supposer  que  cette  courbe  est  iiidécomposalile,  car,  les  axes  de 
coordonnées  étant  arljitrairement  choisis,  les  plans 


coupent  tous  la  surface  suivant  une  seule  courbe,  en  laissant  de  côté  la  surface 
de  Sleiner  et  les  surfaces  réglées. 
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s'annulera  nécessairement  pour  la  courbe  (y),  c'esl-à-dire  que  Ion 
aura 

-(a  -  \)Ma,y,l)-^  j^  13(a,  j,  "C)  =  o     [a\cc  f{a,y,'C)  =  o\. 

On  en  conclut  que  l'expression  (o),  qui  peut  s'écrire 
à    r  A(x.  y,  :;) i_  j^    B{x,y,z)'] 

d_  VB{x,y,z)        _j_    à_  B{.v,y,z)-\ 
ôy  y^x  —  a)V-  ;jL  —  I   ÔJ;  {x  —  a]V-^\ 

est  de  même  forme  que  (5),  sauf  que  tx  y  est  remplacé  par  tA  —  i . 
Donc,  en  allant  de  proche  en  proche,  on  peut  supposer  ij.  =  i,  el,  par 
suite,  la  différence 

doit  s'annuler  pour  x  =  a.  On  en  conclut  que 

'C  étant  la  fonction  de_/  définie  pary(a,y,  "C)  =  o.  La  fonction  i-atioii- 
nelle  B(ge,  j',  "O  pourra  nécessairement  se  mettre  sous  la  forme 


U(,r 


S  et   U   étant  des  polynômes,    et  les  racines  de   Ll(j-)  appartenant 
À  \(y).  Ceci  posé,  formons  la  différence 

r  r  P{x,y,z)dxdy   _   r  r  ô_        Sjy,  z)        ,      , 
J  J   (.v-a)(Ay)-'/:      J  J  ôy  (x-«)U(y)"-^'y'- 

Elle  sera  de  la  forme 

J  J     W(v)       /:    ' 

Qcl  V  étant  des  polynômes  et  les  racines  de  ^^  (/)  appartenant  à  A(j'). 
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III.  —  Première  réduction,  dans  le  cas  des  surfaces  sans  singularités. 

7.  Les  transformalions  précédentes  vont  bientôt  nous  être  utiles. 
\ous  allons  maintenant  revenir  à  Fintéffrale 


// 


-, 7-;r7-'  (lie  ciy. 


supposée  de  seconde  espèce,  en  supposant  cjue  la  surface  n'ait  pas  de 
sing-ularités.  Considérons  d'abord  le  cas  où  le  plan  x  =  a  n'est  pas 
tangent  à  la  surface.  Il  va  être  facile  dans  ce  cas  d'effectuer  une  réduc- 
tion en  supposant  a  >  i .  Je  dis  cju'on  peut  déterminer  deux  polynômes 
A.{x,y,  z)  et  B(;r,/,  z),  de  telle  sorte  que  l'intégrale 

f  f  r_PUvil£l  _  ±    A(a-,j,,.)   _   d_  B(.r,j,c)-| 

soit  de  même  forme  que  l'intégrale  initiale,  a  étant  remplacé  par  a  —  i . 
Il  suffira  que 

i'^-ia-i)Ay:-(./;|^-/,.g) 

passe  par  la  courbe  x  =  a,  fi-c^y^  z)  =  o. 

Prenons  pour  A  et  B  des  polynômes  en  y  el'Ç\  on  doit  avoir 

P(a,j,r)  +  (a-.)A./:-(yv^-/;4?) 

divisible  par/(a,jK,  '^);  ou  bien  encore/  et  '(,  étant  deu.x  lettres  indé- 
pendantes, il  faut  mettre  le  polynôme  P(a,  y,  t)  sous  la  forme 

P(a,7,  l)  =  A/;.^  it./:  +  v/         [où/désigne  /{a, y,  Z)], 

A,  u.  et  V  étant  des  polynômes  en  y  et  Ç. 

Or,  puisque  le  plan  x  =  a  n'est  pas  tangent  à  la  surface,  la 
courbe  /(a,y,Z)  =  o  n'a  pas  do  points  multiples,  les  trois  poly- 
nômes/,/^.,/r'  ne  s'annulent  pas  sinmltanénitiil.  Depkison  peut  ton- 
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jours  supposer  que  les  solutions  communes  aux  deux  équations 
/=o,         /:  =  <• 

sont  des  solutions  simples;  il  suffit  que  Taxe  des  'Ç  ne  soit  pas  paral- 
lèle à  une  tangente  d'inllexion  de  la  courbe /(a,  j,  l)  =  o.  Ceci  posé, 
on  peut  choisir  le  polynôme  \{y,  'Ç)  de  manière  que  la  dilTérence 

p(a,7,-o-v; 

s'annule  pour  les  points  communs  à 

/  =  o,        /:  =  "• 
On  aura  donc 

P(«,7,(:)- V,  =  !^/;^-•^/■• 
u.  et  V  étant  des  polynômes  en  j  et  'C,  et  de  là  se  tirent  A  el  B. 

Nous  pouvons  donc  conclure  que,  sous  les  hypothèses  faites,  l'in- 
tégrale proposée  se  ramène  à 


ff 


P(x,y,z)d.vdv 


8.  L'intégrale  étant  de  seconde  espèce,  nous  pouvons  faire  une 
réduction  encore  plus  complète.  En  raisonnant  comme  au  n*^  G,  on  voit 
que  l'on  doit  avoir 

La  fraction  rationnelle  B(a,y,'Ç)  sera  nécessairement  un  poly- 
nôme S(y,  "0  en  y  et  'C  [la  courbe /(a,  y,  'C)  =  o  n'ayant  pas  de  point 
double].  Si  l'on  considère  alors  la  différence 


//[ 


(a:—  a)f-         dy    .r  —  a    | 


elle  sera  de  la  fornu 

•P(.r,  Y,  z  )  dx  dy 


//' 
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où  P  est  un  polynôme.  Nous  arrivons  donc  à  la  conclusion  suivante  : 

La  suj-facc  /(x,y,  z)  —  o  n'ayant  pas  de  singiilaritcs,  et  le 
plan  X  ^  a  n'étant  pas  tangent  à  la  surface,  une  intégrale  de 
seconde  espèce  de  la  forme 

/    /        ^,/-a)^/l  '  (^  '■'•''"*  ""  polynôme) 

se  ramène  par  la  soustraction  d'intégi-ales  du  type 

f  f  \-i ^  -r^j  d^^'dy         (  U  et  V  rationnels  en  x,  y  et  z) 

à  une  intégrale  de  la  forme 

r  rV{x,y,z)dxdy ^ 

P  étant  toujours  un  polynôme. 

9.  Le  même  théorème  subsiste  si  le  plan  x  =  a  est  langent  à  la  sur- 
face. Nous  pouvons  le  démontrer  très  facilement  en  nous  reportant  au 
résultat  du  n"  6.  Par  la  soustraction  d'une  intégrale  de  forme  conve- 
nable, nous  avons  ramené  linlégralc 


P(.r,  }•,  ;)  d.r  dy 

à  la  forme 

Q(.r,  }',  s)  dx  dy 

W(j)/: 


./■/ 


cJKupio  racine  h  de  \^  (j^)  correspondant  à  un  poini  où  la  courbe 
fia,  y,  :■)  =  o 

a  sa  tangente  parallèle  à  Taxe  desz.  Or,  les  axes  occupant  une  posi- 
tion arbitraire  par  rapport  à  la  surface,  on  peut  supposer  quaucun  des 
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plans  y  =  b  n'esl  langent  à  la  surface.  Nous  sommes  donc  ramené  au 
cas  précédent  (^x  et  y  étant  permutés),  cl  nous  avons  le  ihcorèmc 
énoncé  à  la  fin  du  numéro  précédent,  même  si  le  plan  x  ^  a  est 
langent  à  la  surface. 

10.  Nous  avons  supposé  que  les  axes  occupent  une  position  arbi-  . 
traire  par  rapport  à  la  surface;  les  plans  considérés  x  ^=  a  coupaient 
alors  la  surface  suivant  une  courbe  irréductible.  Il  est  facile  d'examiner 
le  cas  où  il  en  serait  autrement.  Supposons  que  le  plan  x  ^=  a  coupe  la 
surface  suivant  une  courbe  décomposable  en  deux  autres,  et  soit  A  un 
point  commun  à  ces  deux  courbes.  Reprenons  l'intégrale 


// 


V {x, y,  z)  dx  dy 
{x-aYf-^ 


Nous  pouvons  d'ailleurs,  comme  plus  haut,  faire  les  réductions  qui 
nous  ramèneront  à  l'intégrale 


// 


V {x,y ,  ;)  dx  dy 
{X  -  a)\\  {y)f.f 


On  peut,  dans  le  voisinage  de  A,  retrancher  une  intégrale  double  de 
la  forme 


//(^ 


de  telle  sorte  que  la  dilïérence  reste  finie  dans  le  voisinage  du  point. 
En  raisonnant,  comine  au  n"  6,  on  voit  que  cette  dernière  intégrale 
est  de  la  forme 

à 


ff: 


a  dy 


B(x,y,  z)  dx  dy, 


la  fraction  rationnelle  B(x,y,z)  ne  devenant  pas  identiquement 
infinie  sur  la  section  plane  x  =  a.  Il  n'y  a  dans  tout  ceci  aucune  diffé- 
rence avec  le  n°  6,  si  ce  n'est  que  dans  ce  numéro  nous  nous  placions 
au  voisinage  d'un  point  quelconque  de  la  section  plane,  tandis  que  nous 
nous  plaçons  ici  au  voisinage  du  point  particulier  A]  d'ailleurs,  la 
courbe  désignée  (loc.  cit.)  par  (y)  est  l'ensemble  des  deux  courbes 

Journ.  de  Malh.  (V  série),  tome  V.  —  Fasc.  I,  iSyg.  J 
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passant  par  le  point  A.  On  aura  donc 

W(j)/:(«,j,.)-dj'^^^'->'-^' 

pour  l'une  et  l'autre  courbe  que  définit  l'équation  /(a, y,  z)  =  o.  Or, 
on  peut  toujours  mettre  la  fonction  rationnelle  B(x.y,z.)  sous  la 
forme 

B(-i^,7,  -■)  =    R^^^ryy-         (Q  <^''''^"'  ""  polynôme), 

le  polynôme  R(x,y)  ne  contenant  pas  (x  —  a)  en  facteur  (sinon 
B  serait  infinie  au  moins  sur  une  des  courbes  de  la  section  x  =  a).  Si 
donc  de  Tinlégrale  proposée 


// 


P(x,y,c)dj-dy 

(^  -  a)  \\TjyZ 
on  retranche 

on  aura  une  inléurale  de  la  forme 

Q(^..K!  •=)  dx dy 


jj 


W(v)/: 


A\  (y)  étant  un  polynôme  en  y.  Comme  le  plan  des  :;r  peut  être  sup- 
posé avoir  une  direction  arbitraire,  on  peut  admettre  (praucun  plan 
de  la  forme 

.>'  =  C 

ne  coupe  la  surface  suivant  une  courbe  décomposable  (en  faisant 
abstraction  de  la  surface  de  Steiner  et  des  surfaces  réglées),  et  finale- 
ment nous  arrivons  à  la  même  conclusion  qu'au  numéro  précédent. 

Les  considérations  précédentes  peuvent  servir,  d'une  manière  |)lus 
générale,  à  faire  la  réduction  de  l'intégrale  de  seconde  espèce 


// 


P(jc,y,  z)  dxdy 
(x-«)«R(x,jj/;' 
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le  polynôme  R(.r,  y)  ne  contenant  pas  x  —  a  en  facteur;  on  ramènera 
cette  intégrale,  par  la  soustraction  d'une  intégrale  de  la  forme  déjà 
tant  dé  fois  indiquée,  à  l'intégrale 


// 


P {x,  y,  z)  dx  dv 
\{y)R{a:,f)f: 


11.  En  restant  toujours  dans  le  cas  dune  surface  sans  singularités, 
nous  allons  enfin  considérer  une  intégrale  arbitraire  de  seconde  espèce. 
Les  axes  étant  pris  arbitrairement,  nous  pouvons  supposer  que  l'in- 
tégrale reste  en  général  finie  dans  le  voisinage  d'un  point  pour 
lequel  /'^^  o;  de  plus  C  étant  une  ligne  irréductible  de  la  surface 
pour  les  points  de  laquelle  l'intégrale  peut  devenir  infinie,  soit 

K(x-,j)  =  o 

la  courbe  irréductible  qui  est  la  projection  de  la  ligne  C  sur  le  plan 
des  xy.  La  surface  cylindrique 

pourra  couper  la  surface  /suivant  une  autre  ligne  irréductible  que  la 
ligne  C. 

Soit  r  cette  seconde  ligne;  les  courbes  C  et  F  ont  au  moins  un  point 
commun  à  dislance  finie  que  nous  désignerons  par  A.  L'intégrale 
double  considérée  peut  évidemment  se  mettre  sous  la  forme  d'une 
somme  d'intégrales  du  type 

s  f  r    ¥(x,y,s)dxdy 

^'''  J  J   W(r)[R(:r,y)]V;' 

En  effet,  toute  fraction  rationnelle  de  x,  y,  z  peut  s'écrire 

A(.r,j,s) 

A  et  B  étant  deux  polynômes,  le  premier  en  x,  y^  z,  le  second  en  x 
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et  V.  En  regardant 

I 

B(,r,r) 

comme  une  fraction  rationnelle  de  x,  on  la  décomposera  en  fractions 
plus  simples,  dont  les  dénominateurs,  en  tant  que  polynômes  en  x, 
soient  premiers  entre  eux  et  puissances  d'un  polynôme  en  x  et  y; 
mais  dans  cette  décomposition  pourront  s'introduire  au  dénominateur 
des  polynômes  en  y,  figurés  par  ^(y)-  Considérons  donc  l'inté- 
grale (e);  dans  le  voisinage  du  point  A,  on  doit  pouvoir  trouver  deux 
fractions  rationnelles  S(.r,  y,  z)  et  T(.r,  y,  z)  telles  que  la  différence 


ff 


\         P(x,f,z)  dS        JT| 


dx  dy 


(/;W(j)[R(a-,v)]^       dx       dy' 
reste  finie  dans  le  voisinage  de  A.  En  décomposant  S  et  T  en  fraction? 

û.r  d\ 


simples,  nous  avons,  pour  la   somme 1-  y^'  des  éléments  de   la 


forme 

H(:r,j, 


W,(j)[p(.r,r)]V: 


En  se  bornant,  dans  S  et  T,  au  ternie  l'enfermant  nécessairement 
en  dénominateur  une  puissance  de  R,  nous  avons  une  intégrale  de  la 
forme 

V{x,y,:)dx(lv 


1    j      F(.r,  y,  z)dxdy 
J  J    W(7)[R(^,j)]f/:' 


qui,  dans  le  voisinage  de  A  (ce  point  pouvant  être  exclu),  ne  d('vi(Mit 
pas  infinie  sur  la  courbe 

c'esl-à-dire  sur  les  deux  courbes  C  et  F;  il  faut  donc  (|ue 

P(x,y,z) 

[R(^,y)P 
reste  finie  pour  \{(x,  y)^  o,  dans  le  voisinage  de  A,  et.  par  suite, 
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soit  un  polynôme  en  x^  yet  z  (on  peut  appliquer  ici  un  théorème  clas- 
sique de  Nœther,  puisque  C  et  F  forment  rintersection  complète  de 
R  =  o  avec  la  surface  y"). 

On  voit  donc  que  finalement  l'intégrale  sera  ramenée  à 

r  rP{a:,y,z)dwdy 

^^'  JJ       W(j)/:     "' 

et  finalement  à 

P  (j:-,  y,  :■)  d.r  dy 


ff 


Nous  avons  donc  la  proposition  fondamentale  suivante  : 

Si  /'rqi/ation 

f(x,y,  -)=o 

repi'ésentc  une  surface  sans  siiigularil.es,  toutes  les  intégrales  de 
seconde  espèce  relatives  à  cette  surface  sont  de  la  forme 

Lî  et  Y  étant  des  fonctions  rationnelles  en  x,  y  et  z,  et  V{x,y,  z) 
représentant  un  polynôme. 

IV.  —  Même  réduction  pour  les  surfaces  quelconques. 

12.  Le  théorème  que  nous  venons  d'établir  est  général.  Une  partie 
delà  démonstration  précédente  subsiste  entièrement;  c'est  celle  qui  est 
contenue  dans  le  numéro  précédent  et  qui  s'arrête  à  la  forme  (y)). 
En  permutant  x  et  y.,  nous  voyons  donc  que  toutes  les  intégrales  de 
seconde  espèce  se  ramènent  aux  intégrales 


// 


P(j:-,y,  z)dx  dy 


et  nous  devons  donc  étudier  les  intégrales  de  la  forme 


// 


"  P(  j?,  j',  z')  dx  dy 
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La  surface,  nous  pouvons  le  supposer,  n'a  que  des  singularités  ordi- 
naires (^une  ligne  double  avec  points  triples).  On  peut,  de"  plus, 
admettre  que  l'intégrale  initiale  ne  devient  pas,  en  général,  infinie  le 
long  de  la  ligne  double  (il  suffirait,  s'il  en  était  autrement,  de  faire 
une  transformation  biralionnelle  convenable);  il  en  résulte  que  P 
s'annule  le  Long  de  la  courbe  double.  Enfin  les  axes  de  coordonnées 
ont  une  position  arbitraire  par  rapport  à  la  surface. 

Supposons  d'abord  que  le  plan  x  =  a  ne  passe  pas  par  un  point- 
pince  ou  par  un  point  triple  de  la  courbe  double.  11  y  a  alors  peu  de 
modifications  à  faire  à  la  réduction  du  n°  7.  Reprenons  les  notations 
et  les  calculs  de  ce  numéro;  nous  devons  chercber  à  mettre  P(a,  )',  X.) 
sous  la  forme 

Le  polynôme  P(a,  y,  Ç)  s'annule  d'ailleurs  pour  les  points  doubles 
de  la  courbe 

/(a,y,"C)=o. 

Ici  les  li'ois  polynômes  y,  _/j.,  f^  s'annulent  simultanément,  uïais  on 
peut  supposer  que  /  et  f\.  n'ont  de  tangente  commune  en  aucun  de 
leurs  points  de  rencontre.  Il  s'agit  alors  de  savoir  si  l'on  peut  déter- 
miner un  polynôme  u.  en  j^  et  'C,  de  telle  sorte  que  la  différence 

P  -  ul/; 

soit  de  la  forme  A/,.  +  v/.  Les  points  communs  à 

/=o         et         /;.  =  o 

sont  de  deux  sortes;  les  uns  sont  des  points  simples  de  y  et  n'a})jiar- 
ticnnent  pas,  par  suite,  à  f'^  =  o.  On  peut  choisir  le  polynôme  a  de 
telle  sorte  que  la  différence  P  —  u./^  s'annule  en  ces  points.  Les  autres 
sont  points  doubles  de  /;  la  difl'érence  précédente  s'annule  en  ces 
points;  mais  il  faut  de  plus  que,  pour  chacun  de  ces  points,  la  courbe 

l>  -  IJ./'  =r  o 
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ait  nièinc  tangente  que  la  courl)e  /■.  =  o,  et  il  est  clair  que  Ton  peut 
choisir  [i.  de  façon  qu'il  en  soit  ainsi,  puisque  f\  =  o  et  /^  =  o  ne  soni 
pas  tangentes  en  ces  points. 

Nous  pouvons  donc  encore  conclure  que  le  cas  de  a  qurlconqiw  se 
ramène  à  a  ^  i . 

15.  On  ne  peut  pas  faire  la  même  réduction  si  le  plan  x  =  a  passe 
par  un  point-pince.  Pour  qu'elle  soit  possible,  c'est-à-dire  pour  qu'on 
puisse  mettre  P(a,  y,  O  sous  la  forme  voulue,  il  faut  et  il  suffit  que  la 
tangente  à  la  courbe 

p(fl,y,r)  =  o, 

au  i)oint-pince,  soit  la  tangente  au  point  de  rebroussemenl  dans  la  sec- 
tion plane  ./■  ^  a  ('  ). 

Or,  pour  l'intégrale  considérée 


./:/ 


Y'(x,y,  z)dxdy 


la  condition  relative  à  la  tangente  pour  la  courbe  P(a,  y,  'C)  =  <>  n'est 
pas  remplie  en  général.  Nous  allons  montrer  que  l'on  peut,  par  une 
soustraction  convenable,  être  ramené  à  une  intégrale  de  même  forme, 
mais  où  la  condition  voulue  sera  remplie.  Commençons  par  quelques 
remarques  très  importantes  pour  la  suite. 


(')  On  élablil  faciiemenl  i|ue,  si 

représenle  une  courbe  avant  des  points  doubles  et  des  points  de  rebroussemenl 
ordinaires,  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'un  polynôme  P(a',  v) 
soit  susceptible  de  se  mettre  sous  la  forme 

Xy -H  \>-f'y  +  •//,.  (X,  [x,  V  Otant  des  polynômes), 

est  que  la  courbe  P  =  o  passe  parles  points  doubles  de/,  et  aussi  par  les  points 
de  rebroussemenl  avec  la  tangente  &  f  en  ces  derniers  points  comme  tangente. 
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14.  J'envisage  les  expressions  de  la  forme 

d  fV.\         à  (\ 

U  et  V  étant  des  polynômes  en  x,  y,  z. 

Cherchons  à  quelle  condition  cette  expression  est  de  la  forme 

m  ^^^^. 

M(x,y,  -ï)  étant  un  polynôme  en  x,y  et  z.  En  développant  l'expres- 
sion ci-dessus,  on  a 

c»U         d\        dV    ,       d\   , 

dy      dx_  _  dz  J^  _  dzl^  _  iL /'  /•■'  _  r  ■^\-  —f  r  -  f  ^ 

n  ^  n      jv      f^     f^V'^   ■'''^f'-j    f'A'--'-   ■'='/'. 

Il  n'y  aura  pas  de  terme  en  ~p^  si  U/^.  -h  V/J.  est  divisible  par  f'., 
c'est-à-dire  si  l'on  a  l'identité  en  x,  y  et  :;, 

A  et  B  étant  deux  polynômes.  Nous  allons  voir  que,  dans  ces  condi- 
tions, l'expression  proposée  a  la  forme  demandée.  Il  suffit  de  montrer 

qu'il  ne  reste  pas  alors  de  terme  en-r^;  or  le  coefficient   de  -jtï  ^^t 
égal  à 

-  fj'y-  %f'^-  U./;-  VA+A/:;. 

En  dilTérentiant  par  rapport  à  :;  l'identilé   à  lacjuelle  satisfont  U 
et  V,  on  voit  de  suite  que  ce  coefficient  est  de  la  forme 

K  et  H  étant  des  polynômes,  et  l'on  a 

K  =  -^^-IÎ. 
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Donc,  l'expression  (a)  sera  de  la  forme  (^),  si  U  et  V  satisfont 
à  l'identité  (y)  en  x,  y  et  z. 


1d.   Revenons  maintenant  au  n"  15.  Pour  pouvoir  ramener  au  cas 

de  X  =  I,  en  suivant  la  méthode  employée  aux  n°^  7  et  12,  il  faudrait 

que  dans  l'expression 

\'(x,y,z)d.Tdy 

(a- -a)'-'/: 


ff 


le  polynôme  P(x,y,  z)  qui  s'annule  le  long  de  la  courbe  double  l'ùt 
tel  que  la  courbe 

P{a,y,  -)=o 

eût,  comme  tangente  au  point-pince,  la  tangente  au  point  de  rebrous- 
sement  de  la  courbe /(a,  j,  -)  =  o.  S'il  n'en  est  pas  ainsi,  nous  allons 
montrer  qu'on  peut  faire  une  première  transformation  réalisant  cette 
condition.  Formons  la  combinaison 

P(-^.7.^)  _  ()  r        u        1  _  à  r        V        -j 

qui  peut  s'écrire 

P(^,J,3)  +  (a 


(.r-«)V: 


[.v-a)'^->[df[f'J^  dj.\f:)y 


Prenons  pour  U  un  polynôme  tel  que  la  surface  U  =:  o  passe  par  la 
courbe  double  et  par  la  courbe  simple  de  rencontre  de  /=  o  elf.^o; 
de  même  prenons  pour  V  un  polynôme  satisfaisant  aux  mêmes  con- 
ditions, en  ajoutant  en  plus  la  condition  que  la  surface 

P(x,y,z)  +  (a-i)\  =  o, 

soit  tangente  au  point-pince  à  la  tangente  à  /(a, y,  z)  =  o  dans  le 
plan  X  =  a,  et  cette  dernière  condition  peut  évidemment  être  réalisée. 
D'autre  part  la  surface 

u/;+v/;=o 

Journ.  de  Afalh.   (5'  sériei,  tome  V.  —  Fasc.  l,  1899.  4 


2(3  E-     PIC.VRD. 

a  pour  ligne  double  la  courbe  double  de  /et  passe,  comme  l  =o 
et  V  =  o,  par  la  ligne  simple  de  rencontre  de  /'=  o  et  /"  =  o;  on  a 
donc 

Enfin  —  cl  —  restant  en  général  finies  sur  la  courl)e  double,  l'expres- 
sion 

ày\/U      àx\f: 

sera  de  la  forme 

A        ' 

M  étant  un  polynôme  s'annulant  sur  la  courbe  double.  Donc,  ])ar  la 
soustraction  cfTectuée,  Tintégrale 

r  rPiJL-,y.z]dj:dv 
est  remplacée  par  l'intégrale 


r  rQ{^r,y,z)dxdy 


où  a  a  la  mémo  valeur  mais  où  le  polynôme  Q  satisfait  à  la  condition 

nécessaire  pour  notre  réduction  ultérieure,   condition  à  lacjuelle  no 

satisfaisait  pas  P. 

Nous  concluons  de  là  que,  si  le  plan  x  =  a  passe  par  ini  poiiil- 

pince,  l'intégrale 

r  /-P{.v,y,z)da-dy 

.1 J    (.r'-«)vr" 

peut,  comme  quand  le  plan  ne  passait  pas  par  un  ])uinl-plnre,  être 
ramenée  au  cas  de  a  =  i . 

Une  démonstration  analogue  s'applique,  avec  peu  de  modifications, 
au  cas  où  le  plan  x  =  a  passe  par  un  point  triple  de  la  courbe  double, 
et  nous  pouvons  par  conséquent  conclure  que  toutes  les  intégrales 
de  seconde  espèce  se  ra/nè/ient  à  la  forme 


ffm^/':"y 
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m.  Allons  encore  plus  loin,  et  établissons  que  Ton  peut  faire  dispa- 
raître le  facteur  x  —  a  du  dénominateur.  Nous  partons  de  l'intégrale 
supposée  de  seconde  espèce 


// 


P(.r,/,  z)dx dy 
{x  —  a)f'. 


[P(.r,y,  z)  s'annulant  sur  la  courbe  double]. 

Nous  savons  (n*'(ï)  que  dans  le  voisinage  d'un  point  de  la  .section 
plane  a;  =  a,  on  obtiendra  une  intégrale  restant  finie  dans  le  voisinage 
de  ce  point  en  rclrancbant  de  l'intégrale  précédenic  une  intégrale  de 
la  forme 


//|[^^']*<*r. 


I  \^{x,y,  z)  étant  une  fonction  rationnelle  de  x^y  et  ;  ne  devenant  pas 
identiquement  infinie  pour  x  =  a].  Il  résulte  de  là  que  l'on  a 

La  courbey(a,y,  '()  =  o  ayant  des  points  singuliers,  nous  ne  pou- 
vons pas  conclure,  comme  au  n°  8,  que  B(a,y,  (^)  est  un  polynôme 
en^'  et  C,  mais  il  résulte  des  ibéorèmes  les  plus  simples  sur  les  fonctions 
algébriques  d'une  variable,  que  l'on  peut  écrire 

p,  .,.         M()-,  Ç) 

B(a,>',  C)=  ^^' 

M(y,  X,)  étant  un  polynôme  en  y  et  "(  qui  s'annide  pour  les  points  de 
la  courbe  f{a,y,  '()  =  o,  qui  correspondent  à  /^  =  o  (si  la  courbe  a 
un  point  triple,  la  courbe  M(y, '()  — o,  aura  ce  point  comme  point 
double).  Ceci  posé,  nous  allons  cbercher  à  former  un  polynôme 
Q(,r,j^,  :;)  tel  que  la  surface 

Q(-^-,7>-)  =  o. 
passe  par  les  deux  courbes  de  rencontre  des  surfaces 
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(dont  rune  est  la  courbe  double  que  nous  appellerons  F,  tandis  que 
l'autre  C  représentera  le  lieu  des  points  simples  de  la  surface  où  le 
plan  tangent  est  parallèle  à  l'axe  des  z),  et  que  Ton  ait 

Q(a,y,  z)  =  MO-,  r)  +  6(7,  z)/(a,y,  z  ), 

h(y,  z)  étant  un  polynôme  arbitraire,  et  où,  comme  nous  l'avons  dit, 
le  polynôme  M(r,  z)  s'annule  aux  points  doubles  de  la  courbe 

et  aux  points  simples  de  cette  courbe  où  la  tangente  est  parallèle  à  O  ;. 
[Dans  le  cas  où  le  plan  x  =  a  passerait  par  un  point  commun  à  C  et  F, 
la  tangente  à  la  courbe  M(^,  :;)  =  o  en  oe  point  serait  parallèle  à  l'axe 
des  :;J.  La  question  revient  à  trouver  une  surface 

Ç){x,y,z)  =  o, 

passant  par  C  cl  F,  et  coupant  à  distance  finie  le  plan  x  =  a  seule- 
ment suivant  la  courbe  M(y,  z)  -\-  0(j',  z)/(a,y,  z)  —  o. 

La  possibilité  de  cette  recherche  résulte  du  théorème  général  suivant 
dû  à  M.  CastelnuoYo  sur  les  systèmes  linéaires  de  surfaces  :  Un  système 
linéaire  complet  de  surfaces  défini  par  des  lignes-bases  et  par  des 
points-bases  découpe  sur  un  plan  arbitraire  un  système  complet  (/■('- 
gulier)  de  courbes,  pourvu  que  le  degré  des  surfaces  dépasse  une 
certaine  limite.  iNous  appliquerons  ce  théorème  au  système  linéaire 
complet  2  des  surfaces  de  degré  A  passant  simplement  par  (^  et  F,  et 
aux  sections  par  le  plan  x  =  a.  Le  système  linéaire  II  découpe  sur  le 
plan  x^  aie  système  complet  <j  des  courbes  de  ce  plan  passant  par  les 
points  où  il  rencontre  C  et  F(si  x  =  a  passe  par  un  point  P  commun  à 
C  et  à  F  les  courbes  du  système  plan  ont  une  tangente  déterminée, 
intersection  du  plan  tangent  à  la  surface  en  1'  avec  le  plan  a' ^  a), 
pourvu  que  le  degré  A  des  surfaces  soit  assez  grand.  Parmi  les  courbes 
du  système  a  se  trouve,  si  X  est  pris  assez  grand,  la  courbe  conq)oséc 
foimée  de  la  courbe 

(a)  Mo,  ;;-4-00-,  ;)/(«,/,  =)  =  o 
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et  de  la  droite  à  Tinfini  répétée  un  nombre  convenable  de  fois.  11  y 
aura  donc,  d'après  le  théorème  de  M.  Castelnuovo,  une  surface 

coupant  le  plan  x  =  a  suivant  la  courbe  (a)  et  la  droite  à  l'infini  avec 
un  certain  degré  de  multiplicité;  le  polynôme  Q  remplira  les  condi- 
tions requises. 

On  voit  alors  que  l'intégrale  à  soustraire  peut  être  prise  égale  à 

D'ailleurs,  l'expression 


d   ^Q{x.y,z)-] 


sera  de  la  forme 


' ,  '  "  (R  étant  un  polynôme) 


puisque  le  polynôme  Q/j.  sera  nécessairement  de  la  forme  A/.-h  K/ 
(n°  14),  notre  intégrale,  parla  soustraction  de  l'intégrale  ci-dessus, 
est  donc  ramenée  à 


r  /"P(x,  r,  z)dxdy 


/; 

Nous  arrivons  donc  finalement  au  théorème  déjà  obteuu  pour  les 
surfaces  sans  singularités  : 

Etant  donnée  une  surface 

/(x,y,z)  =  o 

que  l'on  peut  suppose/-  à  singularités  ordinaires  (une  ligne  double 
avec  des  points  triples),  toutes  les  intégrales  doubles  de  seconde 
espèce  relatives  à  cette  surface,  se  ramènent  par  la  soustraction 
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d'une  intégrale  de  la  forme 

//(§  +  £^)^^-^<>' 
(U  et  V  rationnelles  en  x^y  et  r)  au  type 

r  rV{x,y,z)dxdy 

P(.f, }',  ^)  étant  un  polynôme  qui  s'annule  pour  la  couibc  double. 

V.  —  Théorème  fondamental  sur  le  nombre  limité 
des  intégrales  de  seconde  espèce. 

17.  Il  s'agit  maintenant  de  montrer  que  les  intégrales  de  seconde 
espèce 

(l)  ÇJPi.,y,.)d.dv 

se  ramènent  à  un  nombre  limité  d'entre  elles.  Nous  ferons  celle  réduc- 
tion en  retranchant  de  l'intégrale  précédente  une  intégrale 

où  u  et  V  sont  des  polynômes. 

18.  Partons  de  Tinlégralc  (I),  où  le  polynôme 

'est  de  degré  p,  et  désignons  par  V^{x,y,z)  rcnsoml)ie  des  termes 
homogènes  et  de  degré  p  dans  P.  Posons 


(«) 


V  =  xP,  +  k, 
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Il  et  K  ('lanl  des  polynômes  de  degré  p  en  x,  y  et  z.  On  peut  choisir, 
■si  p  est  assez  grand,  les  polynômes  H  e/  K  de  degré  p,  de  telle  ma- 
nière que  Von  ait  l'identité 

U/,'.  -f-  y/',.  =  Xf.  -+-  B/         (A  et  B  étant  des  polynotiies), 

identité  qui  peut  s'écrire 

l^  (r/;  +  */.;.)  +  "/;  +  k/;  =  a/:  h-  b/. 

Pour  légitimer  cette  assertion,  nous  n'avons  qu'à  nous  appuyer  sur 
la  proposition  de  M.  Castclnuovo  dont  nous  avons  déjà  fait  usage 
(n"  16).  Considérons  la  surface  <I>  représentée  par  l'écpiation 

m  u/;+v/;=o. 

Elle  passe  par  les  deux  courbes  définies  par  les  équations 

L'une  de  ces  courbes  F  est  la  ligne  double  de  /';  désignons  Taulre 
par  C.  Les  axes  ayant  été  pris  arbitrairement,  on  peut  supposer  que  C 
et  r  sont  des  lignes  simples  de  rencontre  de  f'j.^  o,  A=  o.  Knsuite  <I> 
coupe  le  plan  de  l'infini,  suivant  la  ligne 

(t)  '  =  «S  P.(>'?r+-^-?x)  =  «> 

en  introduisant  la  quatrième  coordonnée  boniogène  /,  et  en  désignant 
par  o  l'ensemble  des  termes  homogènes  de  plus  haut  degré  ni  dans  /'. 
Réciproquement,  toute  .surface  de  degré  p  passant  par  les  cou  rites  C 
et  r  et  contenant  la  ligne  plane  (y)  a  le  premier  mend^rc  de  son  écpia- 
tion  de  la  forme 

où  U  et  V  sont  des  polynômes  de  la  forme  (a). 

D'autre  part,  la  surface  <&  est  aussi  représentée  par  Técpialion 

A/;+B/=o. 
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Elle  passe  donc  par  la  courbe  simple  D  de  la  surface/,  définie  parles 
équations 

/=o,         /.-  =  o. 

De  plus,  elle  passe,  comme  nous  le  savions  déjà,  par  la  ligne  double, 
mais  nous  voyons  maintenant  que  $  est  tangent  à  la  surface 

le  long  de  la  ligne  double  F;  réciproquement,  toute  surface  passant 
par  D  et  par  F,  et  étant  tangente  à  /.=  o  le  long  de  F,  a  le  premier 
membre  de  son  équation  de  la  forme 

A/.-+-B/. 

Considérons  alors  le  système  linéaire  S  des  surfaces  de  degré  m  -+-  p 
défini  par  les  lignes  bases  simples  C,  D  et  F,  avec  la  condition  que  le 
long  de  F  ces  surfaces  soient  tangentes  à/.'  =  o.  Si/>  est  assez  grand, 
et  par  suite  m  -h  p,  ce  système  linéaire  découpera  sur  le  plan  de  l'infini 


le  système  linéaire  complet  de  courbes  de  degré  m  +  p,  caractérisé  par 
les  points-bases  simples  qui  sont  les  intersections  du  plan  de  l'infini 
avec  les  courbes  C,  D  et  F,  avec  la  condition  supplémentaire  qu'aux 
points  d'intersection  du  plan  de  l'infini  avec  la  courbe  F,  la  courbe  soil 
tangente  à  la  surface  /j  =  o.  Or  la  courbe  (y),  considérée  plus  baut, 
définie  parles  équations 

/  =  o,        P,  (y^'y  ■+-  xo'^)  =  o, 

satisfait  bien  à  ces  diverses  conditions,  car  la  courbe 

qu'elle  contient  partiellement,  passe  par  les  points  à  l'infini  de  C,  D 
et  F.  Les  points  à  l'infini  de  F  satisfaisant  aux  é(juations 

/  =  G,  ç'.  =  o,  (p  =  o, 
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la  courbe  y  Zi'^ -h  xo'^=  o  dont  Téquation  peut  s'écrire 
—  :oi-i-/t)z,=zo 

est  bien  tangente  à  o!.  =  o  aux  points  doubles  de  ç>. 

Donc,  si  p  est  assez  grand,  nous  pourrons  cerlainemenl  trouver  une 
surface  du  système  linéaire  —,  donnée  soit  par  Téquation 

soit  par  Téquation  qui  lui  est  identique 

A/-:+i]/=o, 

où  U  et  \  ont  la  forme  (a). 

19.   Nous  allons  facilement  achever  la  démonstration.  Après  avoir 
déterminé  U  et  V  comme  il  vient  d'être  dit,  formons  la  différence 

P  (  .r.  V,  r.  )  I  y  0  /hX    _     ô  {  \ 


-/;i  +  3  [.(h- V/;  '      o.r-\f:  'J' 


.n        p 

nous  allons  voir  quelle  est  de  la  forme 

Q(.r,.v,  J) 

où  Q  est  seulement  de  degré  p  —  i,  tandis  que  P  était  de  degré  /). 
On  a  l'identité  en  x,  y,  z 

U, /;;-+-¥/;;  =  A /'i  +  B/, 

A  et   1>  étant  des  polynômes  respectivement   de  degré  p  -r-  i   et  p. 
D'après  le  calcul  du  n°  14,  on  a  sur  la  surface /=  o 

^       ÉY  _  ^  _  H 

à  (\i\         à  [\\  _dy  "*"  dx        d:- 


dr\f'J        àj:\J'J  fi 

Or,  soient  dans  U,  V,  A,  B  les  termes  homogènes  de  plus  haut  degré 

Journ.  de  Math.  (5*  série),  tome  V   —    Fasc.  I,  iSgç).  -^ 
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en  x,y,  :  représentés  respectivement  par  u,  r,  a,  h]  on  aura  d  abord 

„  =  >-?,,  t'  =  .rP,, 

donc 

l'.(7?.v+-*"?.r)  =  «?--+^'?' 

d'où  Ton  déduit 
d'où  se  conclut 

'  '       (>.  polvn.  liomog.  en  X-,  j-,  r  de  degré/>-l- I — ni). 

On  aura  donc,  comme  on  le  vérifie  inimédiatcinenl, 

du        c>i'        àa        j        .  ,    QM>     ,    <^^' _ 

5^  +  5:9  -  J3  -  ^  =  (/^-"' +  3)P.  +  ^o. 

On  pourra  par  suite,  sur  la  surface  f,  écrire 

57  +  £  -  ^  -  •'  =  ^/'  -  "'  +  •^)1'.^-^--/'  ^)  +  <>>(-^'.X'  ^^' 

Q(a;,  j-,  r)  étant  un  polynôme  de  degré  p  —  i  an  plus.  Nous  concluons 
donc  de  là  qu'on  peut  passer  de  l'intégrale 


// 


OÙ  P  est.un  polynôme  de  degré  p,  à  une  intégrale  de  même  fonae  où 
P  sera  seulement  de  degré  p  —  i,  pourvu  que  p  dépasse  une  certaine 
liiuiti'. 


*iO.   Nous  pouvons  enfin  déduire  de  toutes  les  Iransformalions  pré 
cédenles  le  théorème  fondamental  relatif  au  nombre  limité  des  inl 
grales  distinctes  de  seconde  espèce.  Convenons  de  dire  que  des  inl< 
grales  fie  seconde   espèce  sont  distiitcles,  si   aucune  combinaison 
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linéaire  de  ces  intégrales  n'est  de  la  forme 
l'àl         â\ 


OIS^-Sj  "■<■"- 


U  et  V  étant  rationnelles  en  ./•,  )',  j. 

Le  théorème  fondamental  snr  les   intégrales   doubles  de  seconde 
espèce  est  alors  le  suivant  : 

//  n'y  a  pour  une  sui-facr  algébrique  qu  un  nombre  liinilé  d'in- 
tégrales doubles  distinctes  de  seconde  espèce. 

Ou  encore  : 

//  existe  pour  une  surface  algébrique  un  certain  nombre  p  d'in- 
tégrales doubles  distinctes  de  seconde  espèce 

1,.      I.,      •■■,      If, 

telles  que  toute  autre  intégrale  double  de  seconde  espèce  est  de  la 
forme 

les  a  étant  des  constantes,  et  U  et  V  des  fonctions  rationnelles 
de  X,  j,  z. 

21.  La  démonstration  précédente  s'applique  à  tous  les  cas.  Pour 
établir  que  toutes  les  intégrales 


fj 


"  P(  j?,  r,  s)  cLc  dy 

"7^ 


se  réduisent  à  un  nombre  fini  d'entre  elles,  on  pourrait  se  borner  au 
cas  où  la  surface  est  la  plus  générale  de  son  degré. 

En  prenant  pour  f(x,y.  z)  un  polynôme  arbitraire  de  degré  m, 
on  peut  chercher  facilement  une  limite  du  degré  yo.  Reprenons  l'iden- 
tité fondamentale 
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en  supposant  que  U  et  V  sont  de  degré  p  +  i .  On  a  alors 

àr\.nJ        àx\fj  /:         ' 

Q  étant  un  polynôme  de  degré  p.  Nous  avons  vu  que  dans  ()i^x,}-,  z) 
l'ensemble  des  termes  homogènes  de  degré  p  sera  égal  à  un  polynôme 
liomogène  donné  P,(;r,  r,  :■),  si  Ton  a 

U=jP,  +  H  )  .  ,     ,       .     . 

(H  el  K  polynômes  de  degré  p  ). 
V  =aP,  -h  K  ) 

l'^ormons  alors  l'identité 

(*)        1" ,  (y/; +-^.o  +  II./; + ^/: = \n  -+- 1>/- 

Dans  H/,'.+  K/,'.,  où  H  et  K  sont  des  polynômes  arbitraires  de 
degré  p,  le  nombre  des  arbitraires  est  égal  à 

(/>  +  i)  (/J  +  3)  (/j  +  3)  _  (p  —  m  -+-  1)  {/}  —  m  -+-  3)  ( /)  —  m  +  4). 
"  6  6 

D'autre  pari,  pour  avoir  une  identité  de  la  forme  (<ï>),  il  faut  et  il 
sui'lit  que  la  surface  obtenue  en  égalant  à  zéro  le  premier  membre  de 
cette  identité,  que  nous  appellerons  la  surface  <I>,  passe  par  la  courbi' 
gauche 

(Y)  ./■=o,     /:-o. 

Or,  on  sait  que  le  nombre  des  conditions  exprimai!  1  qu'une  surface 
de  degré  tx  passe  par  une  courbe  gauche  sans  point  singulier  de  degré  // 
et  de  genre  t:  est  égal  à 

ad  —  ~  -1-  I, 

si  p.  est  assez  grand;  dans  le  cas  où  la  courbe  est  rinlerscclion  couqilél"' 
de  deux  surfaces  de  degrés  a  et  p,  on  doit  avoir 

[jL>a  +  ;i  -3. 
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Dans  la  question  actuelle 

m  (m  —  1  )  ( 3  m  —  5 ) 
a  =  /;  -4-  //«,  -  =  ^ 1-  I . 

De  plus,  la  surface  $  a,  quels  que  soient  les  arbitraires  qui  y  figurent, 
un  nombre  de  points  communs  avec  la  courbe  (y)  égal  à  m{ni  —  i),  et 
qui  sont  les  m(m  —  i)  points  à  Tinfini  de  (y);  le  nombre  des  condi- 
tions est  donc  à  diminuer  de  m(/n  —  i).  Le  nombre  des  paramètres 
sera  au  moins  égal  au  nombre  des  conditions  qui  expriment  que  la 
surface  <&  passe  par  la  courbe  (y  ),  si  Ton  a 

(^  -H)f/j  +  2)(/>  -f-  3)  (/?  —  /»  +  2) (/)  —  m  -)-3)(/^—  /»  H-  4) 

3  6 

,                                 ;/(  (m  —  \){  :>.  m  —  5  ) 
^{p  -\-  m  —  l)  m  (lit  —  I  ) 

Si/J„  désigne  le  plus  grand  nombre  entier  positif  pour  IcqiK'J  cclh' 
ini-fi;alité  ii'rst pas  vérifiée,  on  pourra  ramener  tonte  intégrale 

/  ■  / ■  P(j-,j%  :-)dxdy 

à  une  intégrale  de  même  forme,  où  le  degré  de  P  sera  au  plus/^^.  On 
ne  peut  trouver  pour  p„  une  expression  simple,  mais  on  vérilie  facile- 
ment que 

p„<im  —  4, 

et  Ion  est  par  suite  assuré  de  poinoir  réduire  à  ■2m  —  j  /''  di-yné  du 
polynôme  qui  ligure  au  numérateur  de  rintégrale  double. 


VI.  —  Recherche  des  conditions  pour  qu'une  intégrale  double 
soit  de  seconde  espèce. 

22.   Nous  venons  de  montrer  que  toutes  les  intégrales  de  secoiulc 
espèce  se  ramènent  par  une  soustraction  convenable  à  la  forme 


/./ 


\^{x.y.z)cLrdy 
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(le  polvnome  P  s'annulant  sur  la  courbe  double),  où  le  degré  p  du 
polvnomc  P  est  limité.  Mais  toutes  les  intégrales  doubles  de  cette 
forme  ne  sont  pas  de  seconde  espèce.  Il  faut  maintenant  exprimer  que 
cette  intégrale  est  de  seconde  espèce. 

Nous  n'avons  rien  à  exprimer  pour  ce  qui  regarde  les  points  à  dis- 
tance finie  de  la  surface 

f{j:,y,z^  =  o. 

Nous  avons  seulement  à  examiner  les  points  à  l'infini,  en  supposant 
d'ailleurs,  comme  il  est  j^ermis,  qu'avant  toute  réduction  on  ait  fait 
ime  transformation  bomographique. 
Posons 

I  Y  Z 

•^■=X'         y=\'  ==X' 

et  soit  alors  F(X,  Y,  Z)^=o  l'équation  de  la  surface  transformée. 
L'intégrale  prendra  la  forme 


r  r        i         il(\,V.  Z)   ...  ,,- 


H(X.Y,Z)  désignant  un  polynôme  qui  s'annule  pour  la  courbe 
double  de  F.  Si  p  est  au  plus  égal  km—  |,  l'intégrale  est  de  première 
espèce.  Soit  donc 

/>>"'  —  4  • 

Par  la  soustraction  d'une  intégrale  convenable  de  la  forme  (  n""  7 
et  12) 

rr)^rA(X.Y.Z)i      ^rB(X.Y.Z)i) 

J  J   MX  L   X"-<"'-''   J  ^  0\  I.    X/'-""-»'     I  /'^  "  1  ' 

on  obtient  une  intégrale 

/■  r  1    kiX,  Y,  Z)(/\f/Y 
JJ\  Fï  ' 

Iv(\.  Y,Z)  étant  un  polynôme  s'annulant  pour  la  courbe  double. 
D'après  le  n"  IG,  pour  que  cette  intégrale  ait  sur  la  ligne  \  =  o  le 
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caractère  d'une* inlêgrale  de  seconde  espèce,  il  faut  et  il  sul'lil  (|u<' 
l'expression 

K(o,  Y.  Z)  . ,,,      V   V  \  I 

soit  la  dérivée  d'une  l'oncLion  rationnelle  de  Y  et  Z.  On  pourra  recon- 
naître s'il  en  est  efTectivemenl  ainsi,  ce  qui  entraînera  en  i;énéral 

2Û  +  /;/  —  I 

conditions,  en  désignant  par  t:  le  genre  d'une  section  plane  quelconcpie 
de  la  surface  et  par  suite  de  la  courbe  F(o,  Y,  Z)  =  o.  Les  conditions 
reviennent  en  effet  à  écrire  que  l'intégrale  abélienne 


/ 


Iv(o,  Y,  Z)c/Y  ...         X     r,  , 

F^o/y/z)  ilMo.\,Z,  =  ol, 


est  algébrique;  les  2-  périodes  cycliques  doivent  être  donc  nulles,  d 
les  m  résidus  relatifs  aux  points  à  l'infini,  qui  donnent  seulement  m  —  1 
conditions.  On  sait  d'ailleurs  que  toutes  ces  conditions  s'exprinieni 
sous  forme  algébrique. 

25.   Toutes  ces  conditions  étant  remplies,  nous  sommes  assuré  (pie 
pour  les  points  à  l'infini  de  la  surface 

/(./•,_)-,  ;)  =  0 
«pii  correspondent  à 

X  =  o,  Y  ^  une  valeur  finie, 

les  conditions  pour  que  l'intégrale  proposée  soit  de  seconde  espèce  se 
Irouvent  vérifiées.  Si  l'on  avait  posé 

_  \,  _  ^  _  Z, 

œ-  Y"'         y—  y^'  -^  Y,' 

on  au  l'ait  eu  T  intégrale 

H,(X,.Y,,Z,) 


// 


Y/'-i"'-n  I?'  , 

'  1  '  i.z, 


/\,./V,  |i-,(\,,Y,.Z,)=...|. 
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Pour  les  points  de  la  courbe  Y,  =  o,  elle  devrait  en*général  avoir  le 
caractère  d'une  intégrale  de  seconde  espèce,  puisque  cette  courbe  cor- 
respond à  X  =  o.  Donc  pour  tous  les  points  à  l'infini  de  la  surface  F, 
qui  correspondent  à  Y,  =  o  et  à  une  valeur  finie  de  X,  se  trouvent 
vérifiées  les  conditions  pour  que  l'intégrale  soit  de  seconde  espèce. 
Mais  on  a 

X.  =  f        Y,  =  ^, 

donc  aux  points  de  F  exclus  plus  liant  pour  lesquels 

X  =  o,         Y  =  ce, 

correspondent  sur  F, 

X,  =  o,         Y,  =  o 

et  par  suite  pour  les  points  à  Finlini  de  la  surface/  pour  lesquels 

X  =  o,  \  =  :/: 

les  conditions  relatives  à  la  nature  de  rintégrale  double  sont   i)icn 
vérifiées. 

Il  reste  enfin  à  examiner  les  points  à  l'infini  de  la  surface  /"  pour 
lesquels 

x=  une  valeur  finie,         ^'  =  ac; 

comme  ils  correspondent  nécessairement  sur   F,    à  des  points  pnui- 
lesquels 

Y,  =  o,         X,  =  o, 

la  conclusion  est  immédiate,  et  les  conditions  voulues  sont  vérifiées. 
Ainsi  donc  nous  savons  exprimer  que  rintéiirale  double 


ff 


P(.r,  y,  z)dudy 


(le  polynôme  P  s'annulant  sur  la  courbe  (IouIjIc  )  ^'.9/  une  intégrale 
double  de  seconde  espèce. 

Ceci  revient  à  exprimer  qu'une  certaine  intégrale  ai)éliennc  est  algé- 
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bri({ue  ;  le  nombre  des  conditions  est  en  général  égal  à 
2  71  -I-  w,  —  I  , 

t:  désignant  le  genre  d'une  section  plane  quelconque  de  la  sur- 
face. 

VII.  —  Caractère  invariant  de  l'intégrale  de  seconde  espèce. 

24.  Nous  avons  maintenant  à  montrer  qu'une  intégrale  double  de 
seconde  espèce  reste  une  intégrale  de  seconde  espèce  quand  on  effectue 
sur  la  surface  une  transformation  birationnelle.  Nous  avons  déjà  vu 
(n°  2)  que  la  forme  des  expressions 

est  invariante  relativement  à  toute  transformation  birationnelle,  mais 
cela  ne  suffit  pas  pour  établir  l'invariance  des  intégrales  de  seconde 
espèce.  La  difficulté  provient  des  points  fondamentaux  que  peuvent 
posséder  les  transformations  birationnelles.  Soit,  sur  la  surface 

f(x,y,z)  =  o, 

un  point  A,  que  l'on  peut  évidemment  supposer  simple,  qui  soit  un 
point  fondamental  de  la  transformation,  c'est-à-dire  qu'au  point  A 
de/  correspond  sur  la  surface  transformée 

F(X,Y,Z)  =  o 

une  certaine  ligne.  Envisageons  une  intégrale  I  de  seconde  espèce  de 
la  surface  F  et  recherchons  si  sa  transformée  i  relative  à  la  surface  f 
possède  au  point  A  le  caractère  d'une  intégrale  double  de  seconde 
espèce.  L'intégrale  i  pourra  devenir  infinie  le  long  de  certaines  lignes 

1  ),         1  2,  .  .  .  ,         1  ^ 

passant  par  le  point  A;  il  résulte  de  ce  que  i  est  la  transformée  d'une 

Journ.  de  Math.  (5*  série),  tome  V.  —  Fasc.  I,  189g.  (J 
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intégrale  de  seconde  espèce  de  la  surface  F  que  Ton  peut  retrancher  de 
l'intégrale  i  une  intégrale  double  de  la  forme 

//  ;n  r  Cf'^^n       d\i,\   1     7  I  (UAetV^ration- 

(A  =  1 ,  2,  . . . ,  A)  /   /     ~  +  ~    dx dv  ^  ,, 

J  J    \<ij:  ày  )         "  (  nellesena7,jet^) 

telle  fjue  la  diflërence  de  ces  deux  intégrales  reste  finie  dans  le  voisi- 
nage de  A  sur  la  courbe  F/,  (en  dehors  de  A).  Nous  allons  voir  c|ue  cela 
suffit  pour  affirmer  que  l'intégrale  i  présente  en  A  le  caractère  d'une 
intégrale  de  seconde  espèce. 

Les  axes  de  coordonnées  étant  supposés  arbitrairement  situés  par 
rapport  à  la  surface,  nous  écrirons  i  sous  la  forme 

*^'^  J  J    [R,(^,7)r'..'.[R,.(^,j)]«'/y'^^''^->'' 

les  polynômes  R  de  x  et  j'  étant  irréductibles  et  premiers  entre  eux, 
et  s'annulanl  en  A,  tandis  que  A(j7,  y^  z')  est  une  fraction  rationnelle 
de  X,  y,  z  qui  reste  finie  en  ce  point.  On  peut,  par  hypothèse,  re- 
trancher de  i  une  intégrale 


//(1&-^)-"r. 


telle  ({ue  la  différence  des  deux  intégrales  reste  finie  dans  le  voisinage 
de  A  sur  la  ligne  F,  (en  dehors  de  A);  nous  supposons  que  pour  F, 
on  ait  R,(x',  j'):=  o.  En  décomposant,  comme  nous  lavons  fait  tant 
de  fois,  U,  et  V,  en  éléments  simples,  nous  ferons  ainsi  dis])araitre  1{, 
du  dénominateur,  mais  en  introduisant  à  la  place  une  certaine  puis- 
sance àa  X  —  a  (on  désigne  par  a  l'abscisse  de  A).  En  continuant  ainsi 
de  proche  en  proche,  nous  retranchons  de  i  une  intégrale  de  la  forme 


// 


0\5        0\  >   ,      , 


^  ô.v         d) 
de  telle  sorte  que  la  dillërence  soit  de  la  forme 

0-)  ff(é^^.'^''r' 
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la  fraction  rationnelle  B  étant  finie  en  A.  Cette  dernière  intégrale  y  est 
évidemment  telle  que  l'on  peut  en  retrancher  une  intégrale  de  la 
forme  tant  de  fois  considérée,  de  façon  que  la  différence  reste  finie 
dans  le  voisinage  de  A  (en  dehors  de  A)  sur  la  ligne  x  =  a. 

En  faisant  les  réductions  les  plus  élémentaires,  nous  sommes  ra- 
mené au  cas  de  a  =  I  et  nous  avons,  par  suite,  en  ayant  fait  seule- 
ment des  soustractions  du  type  voulu,  lintégrale 

C(x,  y,  z)  étant  finie  et  déterminée  en  A.  INous  pouvons  d'ailleurs 
supposer  que  la  courbe  pour  laquelle  on  a 


C(j;y,i] 


ne  rencontre  pas  le  plan  x  =  a  en  un  point  dont  la  coordonnée  j>'  soil 
égale  à  b  (en  désignant  par  b  la  seconde  coordonnée  de  A);  dans  le 
cas  contraire,  en  effet,  il  suffirait  de  faire  tourner  les  axes  Oy  et  Or 
dans  le  plan  des  zy  sans  changer  Taxe  Ox. 

Ceci  posé,  d'après  nos  hypothèses,  on  peut  retrancher  de  linté- 
grale  (2)  une  intégrale  de  la  forme 


ffU'^^^^]^^<> 


[où  R(x,  j-,  z)  est  une  fonction  rationnelle],  et  telle  que  la  différence 
des  deux  intégrales  reste  finie  dans  le  voisinage  de  A  (en  dehors  de  A) 
sur  la  ligne  x  =  0.  Ceci  entraîne  l'identité 

fila,  y,  Q  =53;I^(«'r.  0         hurla  courbe/(a,7, 'O  =  o]. 

D'après  ce  que  nous  avons  dit,  la  fonction  rationnelle  C(a,  )-,  Z) 
reste  finie  pour  les  points  de  la  courbe  /(a, y,  Ç)=o.  (jui  corres- 
pondent ky  =  b.  Donc,  on  peut  mettre  l'expression 
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SOUS  la  forme 

M  étant  un  polynôme  en  jk  et  'C,  et  R(_x)  ne  s'annulantpas  pourj-  =  h. 
Par  suite,  si  l'on  retranche  de  l'intégrale  (2)  l'intégrale 

on  aura  une  différence  qui  sera  de  la  forme 

J'J?>(x,y,z)dxdy, 

la  fraction  rationnelle  S  étant  finie  et  déterminée  au  point  A.  Ceci 
montre  que  l'intégrale  (2)  et,  par  suite,  l'intégrale  initiale  i  pré- 
sentent en  A  ce  que  nous  avons  appelé  le  caractère  d'une  intégrale 
double  de  seconde  espèce. 

Ainsi  se  trouve  établi  le  caractère  invariant  de  l'intégrale  double 
de  seconde  espèce;  le  nombre  désigne  par  p  au  n"  20  est  donc  un 
nombre  invariant  pour  toute  transformation  birationnelle. 

VIII.  —  Quelques  exemples. 

25.  Nous  avons  dit  au  début,  que  nous  nous  proposions  seulement 
dans  ce  premier  Mémoire  de  poser  les  bases  de  la  théorie  des  inté- 
grales doubles  de  seconde  espèce,  qui  sera  développée  dans  un  second 
Travail.  Indiquons  donc  seulement  deux  exemples,  pour  ne  pas  rester 
uniquement  dans  les  généralités. 

Considérons  d'abord  les  intégrales  de  fonctions  rationnelles 

(i)  j  j  S(x,y)dxdy, 

S  étant  une  fonction  rationnelle  de  deux  variables  indépendantes  x 
oJ.  y.  H  résulte  immédiatement  du  théorème  général  du  n"  II,  (pie  de 
telles  intégrales,  quand  elles  sont  de  seconde  espèce,  peuvent  par  la 
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souslraclion  d'une  expression 

être  ramenées  à  la  forme 

(3)  ffP{x,y)cUdy, 

P  étant  un  polynôme.  En  effet,  on  peut  regarder  (i)  comme  une  inté- 
grale relative  à  la  surface 

z  =  ax  -h  by  -h  c. 

D'autre  part,  il  est  manifeste  que  l'intégrale  (3)  peut  s'écrire 

Q  étant  un  polynôme  en  x  et  y,  car  on  peut  toujours  poser  P  =  -r^- 

Donc,  toutes  les  intégrales  doubles  de  seconde  espèce  de  fonc- 
tions rationnelles  de  x  et  y  sont  de  la  forme  (2).  Le  nombre  dé- 
signé plus  haut  par  p  est  ici  égal  à  zéro. 

Il  ne  sera  pas  inutile  de  reprendre  directement  la  démonstration  du 
résultat  précédent,  sans  s'appuyer  sur  aucun  théorème  général.  Soit 

c/  x_ P(.r,j) 

les  K  étant  des  polynômes  irréductibles  en  x  cl  y,  que  nous  pouvons 
supposer  contenir  à  la  fois  x  et  y,  et  premiers  entre  eux.  Puisque 
l'intégrale  (1)  est  de  seconde  espèce  par  hypothèse,  on  doit  pouvoir 
retrancher  de  (i)  une  intégrale  de  la  forme  (2),  telle  que  la  différence 
reste  finie  dans  le  voisinage  d'un  point  appartenant  à  la  courbe 

K,{x,y)=o. 
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Si  nous  décomposons  U  et  V  en  élénienls  simples  par  rapport  à  y, 
relativement  à  chacun  des  polynômes  R,  nous  avons 

TT  _  Y      A,(.r,  j)  v_Y     B,(j:-,j) 

A,  et  B,  étant  des  polynômes  en  y  à  coefficients  rationnels  en  x.  La 
différence 

Srr-    ,A  <)   (     A,(-r,j)     j  d  \     B,(.r.y)     | 

ne  doit  pas  être  identiquement  infinie  dans  le  voisinage  d'un  point 
arbitraire  satisfaisant  à  la  relation 

Par  cette  soustraction,  nous  faisons  donc  disparaître  R,  du  déno- 
minateur, en  introduisant  cependant  à  la  place  un  polynôme  en.x-  seul. 
En  opérant  maintenant  relativement  à  Ro,  et  ainsi  de  suite,  nous 
voyons  que,  par  la  soustraction  d'une  intégrale  (2),  nous  ramenons 
l'intégrale  de  seconde  espèce  (t)  à  l'intégrale 


// 


P  étant  un  polynôme  en  x  et  y,  et  N  (x)  un  polynôme  en  x. 
Cette  dernière  intégrale  est  la  somme  d'intégrales 

ff\\(x)y'"dxdy, 

[où  R(.r)  est  une  fraction  rationnelle  de  .r,  cl  ///  un  entier  positif]  (]uc 
l'on  peut  écrire 

^Jf^\^{^)y"'-\dxdy^ 

elle    est  donc  de  la  forme  (2),   et  nous  retrouvons  bien  le   résultai 
annoncé. 

20.  l'renons  encore,  comme  exemple,  les  surfaces  ([ui  corresiiondent 
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l)irationnellemcnt  à  l'ensenible  de  deux  courbes  ç  et  ']/,  c'est-à-dire  les 
surfaces  pour  lesquelles  on  a 

x  =  R,(a,?,a',|i'), 

les  R  étant  rationnelles  en  a,  p,  a'  et  [5',  et  cela  de  telle  manière  qu'à 
un  point  arbitraire  {x,  y,  z)  de  la  surface  corresponde  un  seul  couple 
(a,  3)  et  (a',  3');  nous  désignerons  par  /(a;,  y,  :;)  =  o  Téquation  de 
la  surface. 
Soit 

('.)  /R(a,^)rfa 

une  intégrale  abélienne  de  seconde  espèce,  non  rationnelle,  de  la  courbe 

o(a,  [î)=o, 

que  nous  supposons  de  genre  supérieur  à  zéro,  et  soit  pareillement 

une  intégrale  de  seconde  espèce,  non  rationnelle,  relative  à  la  courbe 
de  genre  supérieur  à  zéro. 

J'envisage  l'intégrale  double 

(pii  est  manifestement  de  la  forme 

(6)  ffT{j,;y,z)dxdy, 
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T  étant  rationnelle  en  x,  y  et  z.  Nous  allons  voir  que  cette  intégrale 
est  une  intégrale  de  seconde  espèce  de  la  surface/".  Les  lignes,  le  long 
desquelles  l'intégrale  (6)  devient  infinie,  correspondent  aux  pôles  de 
l'intégrale  (4)  et  aux  pôles  de  l'intégrale  (5).  Si  A  est  un  pôle  de  (4) 
sur  la  courbe  <p  (on  peut  le  supposer  à  distance  finie),  on  a,  dans  le 
voisinage  de  ce  point, 

p  et  U  étant  rationnelles  en  a  et  p,  et  p  restant  finie  en  A.  L'intégrale 
peut  donc  s'écrire 

c'est-à-dire 

le  premier  terme  seul  devient  infini  pour  un  point  de  la  surface  f  pris 
arbitrairement  sur  la  ligne  F  qui  correspond  au  point  A  de  la  courbe  cp. 
Or,  ce  premier  terme,  d'après  les  généralités  du  n°  2,  est  nécessaire- 
ment de  la  forme 


//(^ 


U,  et  V,  étant  rationnelles  en  x^  y  et  z.  Donc,  en  un  point  arbitraire 
de  la  ligne  F,  l'intégrale  (6)  présente  le  caractère  d'une  intégrale  de 
seconde  espèce.  Pour  les  pôles  de  ■^  on  raisonnerait  de  la  même  ma- 
nière, et  aussi  pour  les  points  correspondant  à  la  fois  aux  pôles  de  o 
et  aux  pôles  de  ^j/,  et  nous  arrivons  bien  à  la  conclusion  que  l'inté- 
grale (G)  est  une  intégrale  double  de  seconde  espèce. 

Une  question  intéressante  se  pose  immédiatement.  Peut-on  affirmer 
que  l'intégrale  (6)  n'est  pas  réductible  à  une  intégrale 

Il  en  est  bien  ainsi,  comme  nous  allons  l'établir,   il  faudrait  mon- 
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trer  que  l'on  ne  peut  pas  trouver  des  fonctions 

U(a,^,a',;î')     et     Va,  ?,  a',3') 
rationnelles  en  a,  ^  et  y.',  ^',  telles  que  Ton  ait  (') 


R(>,  ;i)S('a',^')  = 


(^ï  i)yi' 


Nous  ne  suivrons  pas  cette  voie  algébrique  qui  exigerait  des  calculs 
assez  longs,  et  nous  emploierons  un  détour.  Dans  l'hypothèse  de 
l'identité  précédente  on  aurait 

(7)        ffR(../^)S(y:/;i')dy.dy:=ff[^^-  +  '^yh.dy:. 

Or,  traçons  dans  le  plan  de  la  variable  complexe  a  un  cycle  C  relatif 
à  la  fonction  algébrique  ^  de  a  définie  par 

et  soit  de  même,  dans  le  plan  a',  un  cycle  C'  relatif  à  'l.  On  peut  sup- 
poser que  les  intégrales 

r  Il( a,  ;i)  dv.  ^  co,  f  S(a',  '^')  dy.  =  co' 

^  t:  ■-(: 

ne  sont  pas  nulles  et  nous  aurons,  en  prenant  linlégrale  qui  figure  au 
premier  membre  de  (7),  le  long  du  continuum  à  deux  dimensions 
correspondant  à  l'ensemble  de  C  et  C,  la  valeur 

coco  (din'érente  dezéro). 

Passons  au  second  membre  de  (7);  il  est  possible  que  U  et  ^  devien- 
nent infinies  en  certains  points  de  notre  continuum  (CC-),  mais  ceci 


(  '  )   En  prenant  — —  ,  on  considère,  bien  entendu,  fJ  comme  (onction  de  a,  et  de 
lème  dans  le  calcul  de  -~.i  on  considère  3'  comme  fonction  de  2'. 
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n'arrivera  qu'en  des  points  en  nombre  limité,  couples  de  points  que 
j'appelle  les  points  (AA')  (A  étant  sur  C  et  A'  sur  C).  Prenons 


// 


U1 


En  intégrant  d'abord  par  rapport  à  a,  en  laissant  fixe  le  point  (a',  ji'  ) 
supposé  distinct  d'un  point  A',  nous  avons  un  résultat  nul.  Donc  tous 
les  éléments  de  l'intégrale  sont  nuls,  sauf  les  éléments  infiniment 
petits  à  une  dimension  correspondant  au  contour  C  et  au  voisinage 
d'un  point  A'.  La  même  remarque  s'applique  à  la  seconde  intégrale 


\  \  iH'  ''^^-  ^^'^'' 


en  intervertissant  seulement  les  accents.  jNous  voyons  donc  que  l'in- 
tégrale 


rrR(7.,  ri)S(a',  ^')<'/af/a' 


serait  nulle,  en  laissant  de  côté  un  nombre  fini  d'éléments  infiniment 
petits  dans  une  dimension.  Comme  pour  ces  éléments,  la  dernière 
intégrale  reste  finie,  ils  n'ont  pas  d'importance  pour  la  valeur  de  l'in- 
tégrale, et  l'on  aurait 

r  r  R(a,  [i  )  S(a',  [5')  <:/a  iW  =  o, 

ce  qui  est  absurde,  puisque  sa  valeur  est  cow'  qui  n'est  pas  nul.  Nous 
donnons  donc  ainsi  un  exemple  àHntégrale  double  de  seconde  espèce 

I  i  ^(x,y,z)dxdy 

qui  ne  se  réduit  pas  à  une  intégrale 


// 


--  +  -j-    rfj;'  dy 


(U  et  V  étant  rationnelles  en  x,  y  et  r),  et  qui,  en  même  temps,  n'est 
pas  une  intégrale  double  de  première  espèce  de  la  sui  lace. 
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IX.  —  Seconde  définition  des  intégrales  de  seconde  espèce. 

27.  On  peut  donner  des  intégrales  de  seconde  espèce  une  définition 
qui  fait  intervenir  la  considération  des  résidus  de  l'intégrale  double. 
.Nous  nous  bornons  d'ailleurs  à  une  surface  ne  présentant  que  des  sin- 
gularités ordinaires.  Soit 

(i)  J'J'R(x,y,z)dxdy 

une  intégrale  double  attachée  à  la  surface 

/(x,y,z)  =  o. 

On  peut  toujours  supposer  que  l'intégrale  devienne  infinie  seulement 
le  long  de  certaines  courbes  simples  de  la  surface  et  pour  les  points  à 
l'infini.  Pour  chacune  de  ces  lignes  et  pour  la  ligne  à  l'infini,  l'inté- 
grale aura  un  certain  nombre  de  résidus  qui  sont  des  périodes  d'inté- 
grales abéliennes.  J'en  rappelle  la  définition,  telle  qu'elle  résulte  des 
recherches  de  M.  Poincaré  sur  les  résidus  des  intégrales  doubles.  Si 
C  est  une  ligne  le  long  de  laquelle  R  devienne  infinie  et  représentée 
par 

-=S(x,j),  o(x,y)=o, 

prenons,  y  étant  regardé  comme  un  paramètre,  le  résidu  de  la  fonc- 
tion de  X, 

R(x,y,z). 

Ce  sera  une  quantité  de  la  forme 

•/  étant  rationnelle  en  x  et  y.  Les  périodes  (polaires  ou  cycliques^  de 
l'intégrale  abélienne 

iT-.ij  ■/ix,y)dy 

relative  à  la  courbe  9  sont  les  résidus  de  l'intégrale  (i)  relatifs  à  la 
courbe  C. 
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28.  Supposons  que  Finlégralc  (i)  soit  de  seconde  espèce;  je  dis 
qu'alors  tous  les  résidus  relatifs  à  C  sont  nuls.  Réciproquement,  si 
tous  les  résidus  relatifs  à  C  sont  nuls,  l'intégrale  (i)  présente,  en  un 
point  arbitraire  de  C,  le  caractère  d'une  intégrale  de  seconde  espèce. 

La  démonstration  de  ces  deux  propositions  va  se  faire  à  la  fois. 
Nous  ne  diminuons  pas  la  généralité  en  supposant  que  la  courbe  C  est 
une  section  plane  ou  une  portion  d'une  section  plane  de  la  surface. 
Nous  avons  alors,  en  supposant  que  le  plan  de  la  section  soit  x  =  o, 
l'intégrale  double 

•S(.r,r,^) 


//■ 


dxdy, 


la  fraction  rationnelle  S  ne  devenant  pas  identiquement  infinie 
pour  X  =  o.  En  employant  les  réductions  dont  nous  avons  fait  si  sou- 
vent usage,  on  peut  supposer  que  a  =  i,  et  l'on  a  alors  l'intégrale 

(2)  JpAEiIjJldxdy. 

Soit  C  la  courbe  (ou  une  des  courbes)  suivant  laquelle  le  plan  x  =  o 
coupe  la  surface.  Les  résidus  relatifs  à  la  courbe  C  seront  tous  nuls, 
si  toutes  les  périodes  de  l'intégrale  abélienne 

j'^{o,y:Ç)dy 

relative  à  la  courbe  C  sont  nulles.  Mais  on  a  alors  pour  l'inlégrale  pré- 
cédente une  fraction  rationnelle 

et,  par  suite,  en  retrancbant  de  (  2)  l'intégrale 

(3)  ffl^i2^a.éy, 

la  difTércnce  des  intégrales  (2)  et  (3)  reste  finie  en  un  point  arln- 
Iraire  de  la  courbe  C,  et,  en  tout  point  de  la  courbe  (^,  elle  reste  finie 
sur  cette  courbe  dans  le  voisinage  de  ce  point  (le  point  pouvant  être 
exclu). 
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Réciproquement,  si  l'intcgrale  est  une  intégrale  de  seconde  espèce, 
on  pourra  retrancher  de  (2)  une  intégrale  de  la  forme 


// 


-^ d.i:  dy, 

or  ,r  ■^  ' 


telle  que  la  différence  reste  finie  dans  le  voisinage  de  C:  on  a  donc 

s(o,r/0=|;fT(o,.v,r)l 

pour  la  courbe  C,  et  tous  les  résidus  relatifs  à  C  sont  nuls. 

De  là  nous  concluons  que,  si  pour  toutes  les  courbes  C  et  pour  la 
courbe  à  l'infini  de  la  surface,  tous  les  résidus  sont  nuls,  l'intégrale 
est  telle  cjue,  dans  le  voisinage  de  tout  point  d'une  de  ces  lignes,  on 
peut  retrancher  une  intégrale  de  la  forme  voulue,  de  telle  sorte  que 
la  différence  des  deux  intégrales  reste  finie  sur  la  ligne  dans  le  voisi- 
nage du  point.  D'après  les  résultats  de  la  Section  Vil,  cela  suffit  à  éta- 
blir c{ue  l'intégrale  est  de  seconde  espèce.  La  réciproque  est  d'ailleurs 
évidente  d'après  ce  que  nous  avons  vu  plus  haut. 

Ainsi  donc  nous  sommes  conduit  à  une  seconde  définition  des  inté- 
grales de  seconde  espèce  par  la  considèralioit  des  rrsidus  de  V inté- 
grale double. 

29.  Terminons  par  une  application  des  considérations  qui  précèdent 
aux  intégrales  de  fonctions  rationnelles,  en  recherchant  à  quelles 
conditions  l'intégrale 

où  P  et  Q  sont  des  polynômes  (dont  le  second  est  supposé  irréduc- 
tible), est  une  intégrale  de  seconde  espèce.  D'après  ce  qui  jirécède,  il 
est  nécessaire  que  l'intégrale  abélienne 


)''■' 


relative  à  la  courbe  Q(./;,j/)=  o,  se  réduise  à  une  fraction  raliouncl!» 


54    É-  PICARD.  —  SVR  LES  INTÉGRALES  DOUBLES  DE  SECONDE  ESPÈCE. 

de  j;  et  y;  c'est  la  condition  pour  que  les  résidus  correspondant  à  la 
courbe  Q  =  o  soient  tous  nuls.  La  condition  est  suffisante;  on  va  voir, 
en  effet,  que,  si  elle  est  remplie,  on  peut  retrancher  de  (4)  une 
intégrale  convenable,  et  la  différence  mettra  en  évidence  la  nature  de 
l'intégrale. 

On  peut,  par  hypothèse,  mettre  l'intégrale  abélienne  (5)  sous  la 
forme 

M(E,  ■/])  et  R(S)  étant  des  polynômes.  Formons  l'intégrale 

^    -^     J  J    làv  do-  VQ(^,7)R(^)/       da^  ây  VQ(J-,J)R(-ï)/J  ■^' 

elle  est,  comme  nous  savons,  de  la  forme 


ff 


-  +  -)dxdy. 


On  voit  immédiatement  que  la  différence  des  intégrales  (4)  el  (6)  est 
de  la  forme 


fr-m^"^"y. 


s  et  V  étant  des  polynômes  :  l'intégrale  (4)  est  donc  bien  de  seconde 
espèce,  puisqu'il  en  est  ainsi  de  l'intégrale  que  nous  venons  de  trouver 
en  dernier  lieu. 
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Si/i'   certaines  sommes  aritlimckiques ; 
Par  le  p.  de  SÉGUIER. 


On  trouvera  dans  les  pages  suivantes  : 
i"  Une  étude  des  sommes 


où  s  parcourt  un  système  de  restes  (mod/i)  qui  sera  précisé  ultérieu- 
rement, lorsque  les  arguments  sont  des  entiers  quelconques; 
2"  L'examen  de  leurs  relations  avec  les  sommes 

(S)  2;(7)/(*)'        D^o,i(mod4); 


3°  Une  application  au  casoù/(.s)  =  logT  (  7-^  j(D  <  o),  la  moyenne 
géométrique  de  la  fonction 

lorsque  w  parcourt  les  racines  (à  partie  imaginaire  positive)  des  formes 
représentantes  des  classes  d'un  genre,  ainsi  que  la  série 

n  =  1 

étant  alors  exprimables  par  (S); 
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4°  La  détermination  selon  le  module  D,  lorsque  /(^ .s)  est  une  puis- 
sance de  s,  des  sommes  (S)  et  de  la  partie  de  (S)  qui  se  compose  de 
termes  positifs. 

i"  L'extension  au  cas  d'un  degré  JN  quelconque  de  la  décomposi- 
tion (par  adjonction  d'un  radical)  de  l'équation  aux  racines  primitives 
de  l'unité  donnée  par  Dirichlet  pour  le  cas  où  N  est  sans  diviseur  carré. 

6"  L'extension  au  cas  d'un  discriminant  négatif  quelconque  des 
expressions  elliptiques  analogues  aux  sommes  'j/  données  par  Kro- 
necker  pour  certaines  séries  de  Roscnheim  dans  le  cas  d'un  discrimi- 
nant négatif  fondamental. 

Relativement  aux  points  que  je  suppose  connus  ou  cjue  j'indique 
plus  sommairement,  je  demande  au  lecteur  la  permission  de  le  ren- 
voyer au  IMémoire  de  Kronecker  sur  les  fonctions  elliptiques,  et  à  ma 
thèse  de  doctorat. 

1.  Avec  Kronecker,  j'appellerai  discriminant  tout  nombre  congru 
à  o  ou  à  I,  selon  le  module  4)  et  discriminant  fondamental  tout 
nombre  de  Tune  des  formes  P,  —  IP,  ±  8P,  P  étant  congru  à  i 
selon  le  module  4  et  sans  diviseur  carré.  Tout  discriminant  D  peut,  et 
d'une  seule  manière,  se  mettre  sous  la  forme  D  =  D„Q-,  D„  étant  un 
discriminant  fondamental. 

J'appellerai  discriminant  simple  un  discriminant  non  carré  (ou 
égal  à  l'unité)  dont  la  valeur  absolue  est  une  puissance  d'un  nombre 
premier,  et  discriminant  essentiel  un  produit  de  discriminants 
simples.  Un  discriminant  quelconque  pourra,  et  d'une  seule  manière, 
se  mettre  sous  la  forme  (O^",  (0  étant  un  discriminant  essentiel  ])re- 
mier  à  ^. 

.l'entendrai  toujours  par  \Ja  la  délciiiiinalioii  du  ladical  dont  l'ar- 
gument est  ^  —  ->  mais  5-;  et  je  posei'ai,  pour  abréger,  o  étant  la 
fonction  d'Euler,  o(±  ")=  ?('')• 

Le  sens  du  symbole  lj\  défini  par  Legendre  pour  b  premier  positif, 

a  quelconque  premier  à  b,  se  trouve  fixé  pour  b  quelconque  ^  o  par 
les  conventions 

(')  (f)(ï)=(^>     (l)(^)=(è> 
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de  Jacobi,  si  l'on  y  ajoiile  la  convention  de  Dirichlcl,  que  (  .  )  soit  nul 
si  a  n'est  pas  premier  à  h    d'où  (  ^^—  j  =  o  si  «  ^  i  et  (  ^^^  j  ^^  i    ,  et  la 


convention 


de  Kronecker. 

On  ajoute  ordinairement,  depuis  Dirichlet,  la  convention 

qui  continue  naturellement  le  sens  donné  pour  />  >  o  à  {  —  )  par  l^e- 
gendre,  ou  celui  qui  résulte  de  l'égalité  de  Gauss, 

U  j  =  W/?)  '  ■  *'"'  ^'^  ^  ^^  ^^'  premier;. 

De  cette  convention  résultent  les  propriétés  suivantes  : 

'■^-'       jAï^«(inod4^)     si     Z^^2(mod1)     et  est  premier  à  «, 
A  S5  a  (  mod  h  )     dans  tous  les  autres  cas  ; 


(       a  =  a^a',  b  =  -î^b' ,         a\  b'  impairs; 

d'où,  en  particulier,  }iour  b  im[)air,  en  posant  B  —  A  +  -ika, 

;?,)=(-i;)(f)(-.)"-" 


.-en  B//— 1 


et  si  en  outre  A  est  pair,  en  observant  que  XSb^^  i\  -+-  i  (^^modtS  ), 

a),      sgn.i  — 1  sgn  li  //  —  1 

(!)   (Sf  ■  ^". 
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donc 

'  D  t'tant  un  discriminant. 

Cette   dernière   convention  n'est  d'ailleurs   nullement   nécessaire. 
Elle  oblige,  d'après  (3),  à  écrire, 

(=»')  =  ("  o-*^- 

1 — ^i)'(~')'  dans  la  théorie 
des  formes  quadratiques  de  discriminant  U  (p  étant  un  facteur  pre- 
mier impair  de  D  pris  avec  un  signe  tel  qu'il  soit  lui-même  un  discri- 
minant )  par  (  -  )'  I  —  )'  à  supposer  n  non  seulement  premier  à  -jD, 

mais  d'un  signe  déterminé  qui  soit  le  même  pour  tous  les  nombres 
aptes  à  former  le  dénominateur  symbolique  d'un  caractère. 

Une  autre  convention  se  présente  encore  naturellement  :  si  l'on  veut 
conserver,  pour  b  négatif,  la  relation 

(^)=(- "'■■'■ 

avec  la  formule  (3),  celle-ci  oblige  à  poser  ( -^  )  —  sgno.  De  là  un 


nouveau  sens  ])arfaitement  défini  pour  le  symbole  (j  )•  Kn  donnant 
ce  second  sens  fi  (t)'  sa  valeur  est  égale  à  l'ancienne  multipliée  par 

(      i)     '^  '     .  La  propriété  (2)  devient,  A  et  a  ayant  le  même  sens 

(pie  tout  à  riieure, 

(„  .  ,   A  \  ssn  *  —  I  jcn  A  «  -  1 

?)=(î>:-)^ — '■ 

La  propriété  (3)  reste  inaltérée.  La  propriété  (  '()  devient 
(  D  étant  un  discriminant. 
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La  convention  relalivc  au  signe  du  dénoniinaleur  synibolicjue  des 
caractères  devient  inutile. 

La  formule  (3)  qui,  pour  a  =  —  i ,  fixe  la  valeur  de  (    /-  )  selon  les 

conventions  adoptées,  devient  illusoire  pour  a--  a.  Mais  (2)  ou  (5) 
donne,  si  a^p(mod8), 

puis,  pour  p  ^=  ±:  3, 
pour  p  -  -  :+--  1 , 
Donc 


±^P\- 


■(-^y 


a  =  2.  a  ,        a  nnpair. 


C'est  le  second  sens  du  symbole  (  -  )  que  M.  Weber  (  '  )  a  introduit 

d'une  manière  un  peu  différente,  pour  le  cas  particulier  où  a  est  un 

discriminant,  en  le  désignant  par  (a,  h).  Je  conserverai  la  notation  (  j  \ 

et  son  premier  sens,  sauf  à  indiquer  d'un  mot  les  simplifications  très 
légères  qui  résultent  du  second  sens. 

2.  Dans  les  sommes 

où  s  parcourt  un  système  de  restes  (mod  n),  ce  système  est  indifférenl 
si  /î  ^  2  (mod  4)-  Si  7JE^  2  (mod  4),  il  doit  encore  être  défini  relati- 
vement au  module  If/i,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  relativement  au 
module  8,  les  restes  pairs  étant  d'ailleurs  sans  influence.  Je  le  définirai 
par  la  condition  suivante,  portant  sur  les  seuls  restes  impairs  : 

s^^p         (  mod  S ), 


(')  Gœttinger  Nachrichlen,  1898. 
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p  étant  run  des  nombres  i,  3,  5,  7,  arbitraire  d'ailleurs,  mais  le  même 
pour  tous  les  restes  .s-.  Dans  ces  conditions,  ']/„  est  déterminée  an  fac- 
teur (  -  )  près. 

On  voit  de  suite  rjue  '^„(— //,«)  ou  '\ia{li,  —  «)  est  conjui^uée 
de  '\ia{fii  n),  que  '\'o(f>,  n)  =  '-poC^u  '0  si  h^/i,  (mod  n),  et  que,  si  a 
est  premier  à  n,  <\/a{ha^,  n)  =  '|'»(^*'  ")»  ^^^^  même  si  n  ^  2  (mod  4), 
car  alors  a-^i  (mod  8). 

Si  m  est  premier  à  n,  h  étant  toujours  quelconque,  on  a 

(1  )  '}ci(/""i  "  )  '^a{Jini  "0  =  '|o(^'»  nin), 


En  efl'et,  Tnn  au  moins  ni  des  nombres  w,  /«  sera  impair.  On  a  d'ailleurs 


"  /  \  '" 


•s,  /  parcourant  des  restes  convenables  selon  les  modules  n,  m  respec- 
tivement. Je  supposerai  cpie  /  parcourt  un  système  de  restes  pairs; 

/■<\  /  /  \  .  I  «.  1  •  (sm-+tn-\  /sni'^-h /n-\ 
(  -  1 1  (  -   1  pourront  alors  être  remplaces  par  ( 1  >  ( 1 

respectivement.  En  remarquant  cpic  sm"  -\-  fn^  =  a  parcourt  un  sys- 
tème de  restes  (mod  mn)  et  cjue  i;^s  (mod  8)  si  n^si  (mod  4), 
l'identité   (i)   devient  évidente.   L'identité   (2)   se  démontre    d'une 

manière   analogue    en    reiuplaçant  (      )  par   (  -^  )  ( )  <^f    (  ^  ) 

])ar  (  —  )  ( )  '  t  étant  seulement  pris  divisible  par  \  si 

//^  2  (mod  4)- 

On  obtient  sans  peine  les  généralisations  suivantes 

(  ^o(^,  N)  --  II  W'^n  a.),  ^„(A,  N)  .=  fl  {^  (g)  U'^,  a,), 

I  AN  —  lia,-  =  A, «,  ;         /,  /i  =  o,  i ,  a,  . . .  ;         i^  k\ 

les  a,  étant  premiei's  ciilrr  ciin  (h.'iix  à  dnix,  positifs  ou  néi^alil's. 
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La  drluiilion  adoptée  pour  ■\'„(/i,an')  (n    impair)  coïncido  avec 
celle  qui  résulterait  de  (i)  ou  de  (2.)  pour  m  =  n' ,  n  =  '2,  en  i<  in|)lii- 

çant  ■!„(/<«',  2)  ou  ■\'„(fi,  2)  par  (—  0*(  ^)- 

En  donnant  au  sym])olc  (  y  )  le  second  sens,  il  faudrait  su[)pos(M' (pu- 

la  variable  de  sommation  s  reste  positive  ou  que  le  second  ar^umcnl 
de  'lo  est  essentiellement  positif. 

3.   Quel  que  soit  le  svstème  de  restes  (mod  n)  que  parcourt  s.  la 
somme 


est  conjuguée  de 'liÇ—  /i,n)cl  '|,(/?,  «)  =  '!,(/«,,  n)si  h,^^h  (mod«). 
INIais  c'est  seulement  si  n  est  un  discriminant  que  la  valeur  de  'h,  est 
indépendante  de  ce  système  de  restes  et  encore  faut-il  que  les  diffé- 
rentes déterminations  d'un  même  reste  s  aient  un  signe  fixé  si  //  est 
négatif.  Bornons-nous  au  cas  où  n  est  un  discriminant  et  où  les  restes  .ç 
sont  tous  positifs  quand  /*  est  négatif.  Soit  ;i  =  2'n'  (n'  impair). 
Si/t'EEsi   (mod  4),  (|'i(/<,'»)  = 'j'o(/','0-  Si  «'  =  — I  (mod  4),  donc 

(pour  .9  impair)  (  ^  j  =  —  /(•  ■•^,  ■\',{/i,  n)  =  —  /■%  U'  +  r'  ")  •  <  >" 
voit  que,  même  avec  nos  hypothèses  restrictives,  '|,  est  une  forme 
encore  un  peu  plus  générale  que  '-l/. 

Si  a  est  premier  au  discriminant  //,  ou  aura 

•j/,(/ia-,/i)  -^  ■]>,(//,/«), 

el,  si  m,  n  sont  deu\  discriminants  premiers  entre  eux, 

■\>,{/i/i,  m)'\/,(hm,  n)  =^  •!,(/?,  nui). 

Pour  démontrer  la  [)ropriété  correspondant  à  l'identité  (2  ),  j'obser- 
verai (pie 


02  DE    SÉGUIER. 

cela  est  évident  si  n  est  <^  o;  si  n  est  ]>  o,  on  a 


■^(''.")=2t:-.)-'""" -"Kl)^'"^- 


On    pourra    alors,    on    rcmplaçanl  (2)   par   (i)(~-^-^J, 

-  )  par  (  —  )  (  ' r  1  •  procéder  comme  au  numéro  précédent. 

t  )  ^        \nJ\s\7n\^l\n\J     ^  ' 

On  obtient 

ssn  m  —  1   Rgn  n  —  1 

La  fonction 


qu'on  vient  de  voir  s'introduire  est  un  peu  plus  commode  que  •]>„(/(,  n). 
C'est  elle  que  je  considérerai  désormais. 

Kii  donnant  partout  aux  symboles  l  j  \  leur  second  sens  on  n'est 

plus  astreint  à  fixer  le  signe  de  la  variable  de  sommation  s. 

-i.   En  désignant  par  £^  (—  i)''  si  |  a?  |  est  le  produit  de  /■  facteurs  pre- 
miers différents,  o  si  |x|  a  un  diviseur  carré  >■  i ,  a-  si  j,r|  =  o,  i; 
-\ 

par  V  une  sommation  où  d  parcourt  tous  les  diviseurs  de  IN  y  coni- 

(/ 
pris  I  el  N;  par  /{d),  g(d),  h[d)  trois  fonctions  définies  au  moins 
quand  d  esl  un  diviseur  de  N,  la  seconde  satisfaisant,  pour  des  argu- 
ments diviseurs  de  IV,  aux  conditions 

g(d)sï(d')-^'-g{dd'),         g{^)^o; 

si  l'on  suppose  vraie  une  des  deux  égalités 
il  ,1 

à  5 

I  autre  le  sera  éiialement. 
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Ainsi  ( 1  représentant  o  ou  i  selon  que  N,  //,,  . . .,  n^  ont 

ou   non  un  plus  grand   commun  diviseur  7^1,    V    une   sommation 

où  /* ,  fiy  parcourent  les  nombres  i,  2,  . . .,  N,  si  l'on  pose,  Fêtant 

une  fonction  quelconque, 

,; 


.K,=  ,,        /<V)=2:(„^.;^,)F(^,...,:^|.). 

on  aura,  en  prenant  successivement  dans  la  somme  h(d)  les  termes 
où  « /i^  ont  avec  d  le  plus  grand  commun  diviseur  -,  c  parcou- 
rant les  diviseurs  de  d^ 

donc  aussi 


00  —  d. 


d 


Cette  dernière  égalité   peut  d'ailleurs  se  vérifier  directement  en 

observant  qu'un  système  d'arguments  ^  [J<-i,  . . .,  y  a^,  où  ijt.,,  ...,  u.^,  d 

ont  le  plus  grand  commun  diviseur  ô,  figurera  dans  le  second  membre 
de  l'égalité  précédente  autant  de  fois  que  0  a  de  diviseurs  parmi  les  0 
et  chaque  fois  avec  le  coefficient  £5.   Or,  on  sait  que,  si  0  est  >  r. 
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A  oici  deux  applications.  Pour  F=  i,  d  =  \,  on  obtient,  en  appe- 
lant 9y(N)  le  nombre  des  systèmes  //,,  ...,  n.^  de  nombres  5N  tels 
(juc  le  plus  grand  commun  diviseur  de  «,,  . . .,  z^^,  >«  soit  Tunité, 

[)  j)arcourant  les  facteurs  premiers  différents  de  IN. 

Soient  en  second  lieu  </  =  2c,  A(z/,,  . .  .,  u^)  une  fonction  abélienne 
de  genre  G  ne  devenant  infinie  pour  aucun  des  N-P  systèmes  de  iN'""'*de 
période  et  P^",  . . .,  P^^'  (i  ^^  i ,  . . .,  ap)  un  système  de  périodes  dont 
toute  autre  période  soit,  et  d'une  seule  manière,  une  fonction  linéaire 
homogène  à  coefficients  entiers.  Si  l'on  prend 

\<  =  log  [\  -  A  (^ __^.,  ...jj 

et  qu'on  écrive  logO.<  pour_/(?S),  log<I»;,,  pour  hÇS).  les  relations  pré- 
cédentes deviennent,  en  faisant  d  =  JN, 

d  <l 

t/ parcourant  les  diviseurs  de  X,  et  le  degré  de  0;,,  est  ç-^(N). 
Admettons  que  la  fonction  A  vérifie  la  condition 

A(/«.,,...,/».p)=^4j^'^--^;, 

^  '^^        ^,[A(«,,  ...,«p)] 

A„,  |j.„  étant  des  polynômes,  et  ([ue  les  racines  de  0,,  soient  distinctes. 
Soit  iN  =  PQ,  P  étant  le  produit  des  facteurs  premiers  difTérents  de  ÎN. 
Posons  //?,  =  a,  + Pji,.  On  aura  les  o^ÇS)  systèmes  de  w,  en  faisant 
parcourir  aux  a,  les  o^(V)  systèmes  analogues  relatifs  à  P,  et  auv  jî, 
les  nombres  o,  i ,  . .  .,  Q  —  i .  Le  polynôme  de  degré  .N 


>^r(-)o4,^;j 
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s'annulera  pour  les  mêmes  valeurs  que  0^(x)  et  n'en  différera  que  par 
un  fadeur  constant. 

Pour  revenir  à  la  somme  ■%,  prenons,  en  clésif;nant  par  Q-  un  divi- 
seur carré  commun  à  N  =  MQ-  >  o  et  à  h  —  AQ-  et  en  faisant  g  =  i, 


On  aura,  pour  M  ^  2  (mod  4  ), 

Il  suffit  de  faire  parcourir  à  d  les  diviseurs  de  Q-,  le  dernier  symbole 
étant  nul  pour  les  autres  valeurs  de  d.  On  aura  alors  r/'=\If/", 
dd"  =^  Q-,  et,  en  introduisant  un  symbole  sans  influence, 

Pour  deux  valeurs  de  n  congrues  (mod  M)  le  terme  général  reprend 
la  même  valeur  et,  d  ne  parcourant  effectivement  c|ue  des  nombres 
premiers  à  M,  nd  parcourra  avec  n  un  système  de  restes  (mod  M). 
Donc 

i  '■.'.. 

[  p  parcourant  les  facteurs  premiers  différents  de  i). 

Ce  résultat  subsiste  évidemment  pour '|,  et'|  si  M  est  un  discriminant. 
Soient  M  =  2 M',  Q  =  2'^Q'(M',   Q'  impairs).  On  aura,  et  même 

•}„(/^N)  =  '|„(A,M'Q-)-^„(/',^^'**)- 

Si  0  est  >>  o,  le  dernier  terme  se  ramène,  d'après  ce  qui  précède,  à 
une  somme  '^„  dont  le  second  argument  est  8  et  le  calcul  direct  montre 

Journ.  de  Math.  (5'  série),  tome  V.  —  Fasc.  I,   1899.  9 
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qiiVllo  est  nulle;  ce  dernier  terme  peut  donc  s'écrire 

En  appliquant  à  'l'oi.^'i  M'Q-)  les  résultats  obtenus,  en  enlevant  au 
premier  argument  un  fadeur  carré  premier  au  second  et  en  observant 
que  |„(2A-,\a[')  •}..(/.•,  2)  ou  ■•/„(2A-,  M')  ■hJk'Sl,  2)  est  égal  à  -ijA-,  M), 
on  obtient 

•|„(A,  N)  =  (.  -  s8-no)Q-  fj  [i  -  ^^  [^)]  •}„(  A-,  M). 
p 

Ainsi  Q=  étant  un  diviseur  carré  commun  à  A-  =  AQ-  et  à  N  =  MO", 
0  le  plus  grand  commun  diviseur  de  M  et  de  Q,  on  aura,  tpiel  que 
soit  M, 

4.,.(A,N)  =  sgn|0-2|(>n[,-^(^)]^„(A.MK 

/• 

o.  Si  le  second  argujnent  de  ]/„,  .j/,  ou  .|>  est  un  carré,  on  se  trouve 
dans  un  cas  particulier  de  la  somme  'j{h,  N)  des  puissances  //"""*  des 
racines  primitives  de  l'équation  binôme  de  degré  N.  Cette  somme  étant 
réelle,  on  a  'y(/t,  n)  =  'j( — /*,  11).  Les  formules  du  numéro  précédent 

donnent,  en  V  prenant  l'(/»)  =  f    "^    (A>o), 

d  n  -  I 

i-a  dernière  scunnie  étant  nulle  si  c/  ne  divise  pas  //,  il  sullit  de  lanr 
parcourir  à  d'  les  diviseur?,  de  \  qui  divisent  />  ou  le  |)lus  grand  corn- 
nnm  diviseur  A  de  //  =  kl,  \  =  MA.  Alors  (/  --  \ld"  elen  remettant  d 
pour  f/  on  pourra  écrire 

A  A 
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ou 

p 
p  pai'coiiranl  les  facteurs  premiers  différenls  de  >{. 

6.  Je  vais  niainlenaul  calculer  .{;(//,  0),  t,  élaut  un  discriininanl 
simple,  et  pour  cela  compléler  les  résultais  du  n"  4  qui  sont  ici  évi- 
dents. 

Tout  dabord  la  formule  connue 


i.(A,,)  =  a)/-'\7^, 


OÙ  //  ri  p  sont  positifs  et  p  premier  impair,  peut  s'écrire 

o„  étant  un  discriminant  fondamental  premier  impair;  une  vérilicatiun 
directe  montre  cju'elle  subsiste  pour  §„  —  —  4?  ±8. 

Soit  d'abord  0  impair,  donc  |  S  |  =/>",  p,  a  étant  impairs  et.  o„  étant 
le  discriminant  fondamental,  0  =  c,„p'^'^  =  c^q'.  Posons 

s  =  p^~'  s'  -h-  s". 
On  aura 


(2) 


W^^o)=^{^/^^c-^, 


s  =  o,  i,  .  . .,])  —  r ,  s  ^0,1,...,  p       — 


Posons  h  ^=  /t'p^'',  li  étant  premier  à  p.  Si  [x  =  o.  '\f  =  o.  Si  \x  >  <>, 
on  aura 

■|(A,o)=yr}(/vJ-',o/)-'), 

et,  fl  étant  le  plus  petit  des  nond)rcs  a  —  r ,  p.. 
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Si  p  =  u,  cela  esl  nul  d'après  (2).  Si  [il  =  a  —  i ,  op~P=  o,,.  Donc, 
d'après  (i),  en  convenant  que  (  t)  est  nul  si  A  n'est  pas  entier,  on 
aura,  quel  que  soit  {3, 

^  \         ssn  h  —  1  ssri  5 —  1 


A-, 

Soit  10  1  =  2",/*  =  ■:i^li\  Il  impair.  Si  a  est  impair,  en  posant 

s  =  a^^-'s'  +  *", 

on  sera  l'amené  au  cas  o„  ^  it  8.  Si  a  est  pair,  en  posant 

s  =  T.^"-  s'  +  s", 

on  sera  ramené  au  cas  Oo  =  —  4- 

Donc  la  formule  (3)  subsiste  quel  (jue  soit  le  discriminant  sinq)le  Z. 

7.   Soient  o  =^  Z^^rj-,  o'  =  \Ç^  deux  discriminants  simples  premiers 
entre  eux,  Oq,  o[,  étant  leurs  discriminants  fondamentaux,  lui  posant 

A  =  ko-  =  k' q"^,  k"  =  -it-r  =  -t^  =  -5  et  en  observant  (lue   /»"  sera 
2  ï  7' 7  y  f] 

entier  lorsque  A"  et  A'  le  seront,  mais  seulement  alors,  on  aura 

v'oû'  =  v'âv/o'(—  1)    '        '    . 
l'ar  sulle,  la  dernière  formule  du  n°  5  donne 


Si  D  =  D„Q- =  coi^-  est  un  discriminant  quelconque  de  discrimi- 
nant fondamental  D,,  et  de  discriminant  essentiel  iCi,  on  aura 
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et,  par  conséquent, 

•K''.D)=2(?y''^=2:(?>"^ 

s  parcourt  un  système  de  restes  >  o  ; 

D  =  D„ Q==  =  cD?^  =  Do  Q=„ ^^  ;         h  =  k Ql  ■ 

r-r\  =  o  si,  (0  étant  ^i,  k  n'est  pas  entier;         ( -)  =  i  ; 

y  est  le  quotient  de  ^-  par  son  plus  grand  commun  diviseur  avec  //. 

Il  résulte  de  là  que  '^o,  D),  et  de  même  -^0(07  J^)»  est  nul,  à  moins 
que  D  ou  I  N  I  ne  soit  un  carré  ou  le  double  d'un  carré  impair;  si  |  N  | 

est  un  carré, 

.|„(o,N)=9(N); 

.  INI      ^ 
si   —   est  un  carre  impair, 

I  2  I  ' 

'|„(o,N)-(^)ç(N), 

z  étant  toujours  le  reste  commun  selon  le  module  8  des  valeurs  impaires 
de  la  variable  de  sommation. 

En  donnant  au  symbole  (  — j  son  second  sens,  on  voit  que 

s  parcourant  un  système  de  restes  quelconque  (les  conventions  rela- 
tives au  cas  où  A"  n'est  pas  entier  restant  naturellement  les  mêmes). 

8.   Soit /(s)  une  fonction  dévcloppable  en  série  de  Fourier  sous  la 
forme 

/(.?)=   2  A(rt)t'~i^        pour        o<.y<|D|. 
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Ou  aura,  d'après  ce  qui  précède,  en  posant 


2(7)/(-^)  =  A(o)'Ko,D)  +  S, 


s  =  ?(^)v'd2^b(.)(|); 

n  =1 

B(«)  =  A(«)+A(-/OsgnD; 

D  =  .P^  =  D„Q^  =  D„Q^^^;       k  =  ^; 

^^,  est  le  quotient  de  ^-  par  son  plus  grand  commun  diviseur  avec  // . 

(0  est   toujours  le  discriminant  essentiel  et  Do  le  discriininanl  londa- 
Hienlal  de  D.  Si  D  est  un  carré,  (ô  =  Qo  =  i . 

11  suffit  de  considérer  les  termes  de  la  série  où  /.  est  entier.  En  pr(>- 
nant  successivement  les  valeurs  de  A"  =  nxl'  qui  ont  avec  ^-  =  ilif'  le 
plus  grand  commun  diviseur  d'  et  en  observant  que 

on  peut  écrire 

rf  m  =  l 

Or  soit  dans  les  formules  du  n°  4 

m=l 

'■w=(|)ï(^)"(^)- 


En  [)renanl  successivenu-nl  les  valeuis  de  //  (pii  ont  avec  t/  le  plus 
grand  commun  diviseur  j>  o  parcourani  les  diviseurs  de  i/,  on  voit  (pu; 
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,/ 

lil^d)  =  '^fi^)-  I^oiic  aussi 

/.,/,=  i,/,('|)=(-)ic.(^)I(^)B(^), 

formule  qui  devient  trailleui's  évidenlc  si  l'on  observe  (ju  un  nombre 
([uelconquc  m  ayant  avec  d  le  plus  grand  commun  diviseur  0,  figure 
au  second  membre,  sous  la  foiDie  /lO^  comme  argument  de  la  fonction 

(  —  )  B  (  — ^  )  de  m  autant  de  fois  que  0  a  de  diviseurs  parmi  les  g  et 


d 

■     -        •         -  0 

cbacpie  fois  avec  le  coefficient  £,-;  or  ^^£3  ^  o  si  0  >  i . 

Si  la  fonction  15  jouit  de  la  propriété  B(.r)  B(j'  )  =  B(i[y),  on  aura, 
en  outre, 

A'"  =  (S)^^n[--(f)'K.)lI(^)BW. 

/■  "  -  ' 

p  parcourant  les  facteurs  premiers  dillércnts  de  d. 
Donc 

,/  n  =  1 

p 

d  ne  parcourt,  en  réalité,  que  les  diviseurs  du  produit  1'  des  facteurs 
premiers  difi'érenls  de  ^.  Or,  pour  deux  diviseurs  d^  d'  de  P  premiers 
entre  eux,  on  a 

g(d)^{d')  =  g(dd'). 
Donc 
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et,  puisque  ?(t)  =  ^-p-' 

S  =  ^v'DB(Q.)n[.-(f),-BT^]"i'(!)B("). 

p  n  =  l 

Si  B(«)=  VX,,Bv(«),  X,;  ne  dépendant  pas  de  /?,  on  peut  appli- 

V  =  1 

quer  à  chaque  série  S,,  où  B  est  remplacé  par  B^,  la  transformation 
précédente. 

9.  Prenons,  par  exemple,  en  observant  la  relation 

et  sa  conséquence 

'p=(XTrTTê,  =  '.(.-),        oJI.-lî,,        .-^, 
(où  l'exposant  V—  i  est  symbolique  et  la  dernière  égalité  une  définition), 

On  aura  A(«)=  o  pour  «5o,  B(«)=  n~'',  donc 

«     '2(?)'-^^=^n['-(f)/'-']".o^>). 

en  posant 

"•(D)=ï(5);:.=nf"-(f)i:=]"-A.* 

.récrirai  parfois  H(D)  pour  H,(D). 

Prenons  ensuite  /(s)  =  .s"  et  posons  "V  (  — j.ç'-' =  ct(  a,  I)). 
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il  coiiviciU  (le  définir  ra(  a,  N)  quand  N  =  2  A'  (X'  impair^  par 


(2)  rô(a,N)  =  (^-jr.(a,\'), 

p  ayant  le  inônio  sons  que  dans  le  cas  analogue  pour  '];. 

Les  sommes  V  (  «j  j-^'*  où  N  n'esl  pas  impairement  pair  se  ramènent 


à  ci(  a,  D  ).  Celles  où  ÎN  est  impairement  pair  s'y  ramènent  aussi  pourvu 
ipie  l'on  fasse  la  même  convention  (pie  dans  (2).  Je  me  bornerai  donc 
aux  sommes  cî(a,  D). 
(  )n  a  ici 


c'est-à-dire 


A(«)=i-j^-:  /       x^e     '"'   dx. 


/  irj^ 

f   —  SI  //  =  o. 

\    a+  I 

Donc 

vD  \Hn )  =  2  y'    -'^j;;'  ^,. a ^'.p  =  v/D  y  A.B., 

'  -  .^J  (a  —  V -+- l)!(2Tr/()'         l'  V        _^      V     vî 

V  =  1  V  =  1 

Jl  désignant  une  partie  réelle,  et 
("3)  '  ^  =  «  -   ^ 

(        ^^i:...:;'°!;r;„,-»^n['-(|V-iH,„.,). 

Cette  formule  fournit  Texpression  des  H^(u?)=  Hv(D(|)  et,  par  con- 
séquent, des  Hv(D)  par  les  rarde  proche  en  proche  pour  les  v  de  même 
parité;  si  D  est  <^  o,  ce  sera  pour  les  v  impairs;  si  D  est  ^  o,  ce  sera 
pour  les  V  pairs. 

Joiirn.de   Math,  {y  série),  tome  V.  —  Fasc.  I,  iSçiç).  lO 
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En  subslituant  aux  H,,(D„)leurs  expressions  par  les  ûj(a,  Dp),  ou 
obtient  une  relation  entre  vn(y.,  D)  et  les  sommes  ct(v,  Du)où  v  est  ia. 
Ainsi,  pour  a  =  i  et  D  <  o,  on  aura 

r 

Par  exemple  gi(i,  ^  28):=  o. 

Au  lieu  de  la  formule  (i)  qui  permet  de  remplacer  II,,  par  /.,,  ou 
oi)tient  (H.  Weber,  loc.  ci'J.),  en  sommant  séparément  dans  II,,  les 
termes  où  a  donne  le  même  reste  (modD)  et  en  observant  la  relation 

;^loglXa)=r(i)+   y  (— —) 

da      ^     ^     ■  ^  ,^J  \  /(  +  I         a-^  n  ) 

et  SCS  dérivé'cs successives  [pour  v  =  i,  il  faut  encore  (jue  07(^0,  D)  =  o|. 

On  peut  comparer  ces  expressions  cl  leurs  transformées  |)ar  la  rela- 
tion entre  r(cr)  eir(i  — a)avcc  celles  déduites  de(  3)pour  les  valeurs 
de  V  d'une  parité  convenable.  Pour  les  valeurs  de  v  qui  écliappent  à  (i) 
on  ne  peut  plus  comparer  qu'avec  (i)  (où  Tune  des  parties  du  premiei- 
mend^re  esl  toujours  nulle).  Ainsi,  quand  D  est  >  o,  on  a  par  (^i  )  : 

iï?ii,i),  =  -'|(5)io,si„H  =  ,'f(2)io,r(i)(n>..,. 

l)"a])rès  l'cx  pression  connue  Ac  II(_  1  )  )  par  le  nom  lue  des  classes,  cellr 
relation  s'ajoute,  pour  les  nondjres  ayant  la  forme  de  discriminant,  à 
celles  em|)loyées  par  Stem  {Journal  de  Crclle,  t.  67)  entre  les  fonc- 
tions rdonl  les  arguments  .sont  des  fractions  de  même  dénominateur, 
lille  donne  aussi  pour  la  dernière  somme  une  limite  Inp'rirtirc posi- 
li\-r. 

Si  \)  esl  <;  o,  les  clioses  se  présenleni  assez  dill'éremnicul.  comnii" 
on  va  le  voii'. 
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10.    l'ri'iioiis 

(Ji'Iti'  expression  est  la  somme  de  la  série  de  Kiimmer  cl  I  on  a 

/(*)  =  2- ^^""  7dT      ('><-^<1D|), 

OU,  en  inlroduisanl  une  série  doublement  inlinie  qui  convert,'»'  d  après 
un  lliéoième  de  Diriehlel, 

A-V=T,1^^^^'^        ('•<-^<|D|), 
Jci  A(o)  est  nul.  Si  D  >  o,  U(n)  =  o.  Si  D  <  o. 


v'D  B(n)  =  2  A  (-«)  v'U  =  ^^  V  -  D- 

Pour  I)  <;  o  on  a  d'ailleurs,  d"après  la  déliniliou  de  S  el  la  lin  du 
numi-ro  [nécédent, 


Posons 


(_)n  aura 


Kn  transformant  la  preuiiére  partie  du  second  membre  comme  au 
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n"  8,  on  ohlient 

Le  coefficient   de    H((D)v'— D    clans   le   dernier  ternie  est    de   la 
forme  ^  C^,\o'j;p,  p  parcourant  les  facteurs  premiers  différents  de  :^, 

dont  je  désignerai  encore  le  produit  par  P.  Calculons  C^.  C^,  est  une 
somme  dont  les  éléments  ne  proviennent  que  des  termes  où  d  =  pi, 

P  ,    <\ 

A  parcourant  les  diviseurs  de  -,  et  où  o  parcourt  les  diviseurs  de  A, 

donc  que  des  termes 

p 

A  0 

Donc 

A  0  A 

"   MA)=^ri)ri[.-(f),;l. 

7 

y  parcourant  les  fadeurs  premiers  distincts  de  A.  Donc 

c,=/'p('l)ni'-,^>'/'i, 

a  parcourant  les  facteurs  premiers  disliucls  de  -■  Donc 
Il  1  f, 


C,.= 


4Ynf-(?y|. 


([  parcoui'anl  les  facteurs  j)remiers  disliucls  de  I'. 
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Donc 


^4) 


I  XrH(a.)-|-H(.0)loo-._0^-H(a,)2y3^T 


En  particulier 


O;;S(^<0)=s  — (0[H(.o)^H(,c^)log-2Q^]. 


Or 


ùi-m 


t 


H(.D)-H(.ï))2( 


(0\        lo^'/) 


.P 


-(^IJ 


Ces  formules  fournissent  la  somme  de  la  série  H  (D)  pour  D  <  o. 
En  désignant  par  K(D)  le  nombre  des  classes  primitives  de  discrimi- 
nant D,  par  -(D)  un  nombre  égal  à  2  si  D  <  —  4,  à  4  si  D  =  —  -i, 
à  6  si  D  =  —  3,  et  en  se  rappelant  que  Ton  a,  j)0ur  D„<  o, 


K(D„)="4§i^  1=7(1,  D«), 


ou  pourra  écrire 


H(D«)v'^^„  =  [rxo-iog-]^  +  ^'2iT)i«^r(3^)- 


Inversement,  la  formule  ('i).  ([uand  le  coefficient  de  H  y  est  nul,  dé- 
termine complètement  S  et  vient  s'ajouter  à  celles  de  Stern.  Dans  le 
cas  contraire,  elle  fournit  une  limite  supérieure  de  S,  car  on  a  [cela 
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rosulle  de  la  foniuilc  (T)  ).  p.  8.")  | 

n(  D„  )  V -1I„  <  1^^)  (log-  v^d;,  -  o, ,,,2685). 

il.  Considérons  mainlonanl  les  séries  suivantes  où  V  esl  une  fonc- 
tion (juelconque  assurant  seulement  la  convergence 

//- —  'ioc  ^  D  :=  D„(^-  =  (0^'',  D(,  étant  le  discriminant  i'ondanienlal 
et  (D  le  discriminant  essentiel  de  D: 

a  est  positif,  premier  à  2D,  // =  h^(),  <'  =  c„0-:  />„,  r„.  —  sont 
entiers; 

Si  D  <^  o,  w,  /i  =  o,  rt  I ,  r!r  a,  .  .  . ,  ±  ce  sauf  /j)  ==  //  ^  o  ; 

Si  D  >  o,  m,  n  parcourent  toutes  les  valeurs  entières  vérilianl  les 

conditions /<>  o,  'la- —  -hh^^-,  T,  I    étant  les  i)lus  petites  solutions 
positives  de  T-  —  DL'-  =  \. 

Le  sign(;  ^  aura  le  même  sens  dans  tout  ce  qui  va  suivri";  on  \()il. 

que,  si  D  est  positif,  ce  sens  dépend  d(_'  A. 

En  prenant  successivement  les  val<'urs  d<'  m  (pii  ont  avec  A  le  plus 

"rand  comnuin  diviseur-;  c/ parcourant  les  (ii\iseursde  (),  ou  a  ('vi- 
demmeni 

A 

d 

et  par  suite 

,1 

VI.   Soit  D,  un  discriiuiiuint  diviseui-  de  D  =  I),  I).  tel  (|ue  D,  soi! 
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aussi  un  (lisciiiiiinaut,  A  un  uonihre  prcniior  à  2D  reprcsculahli'  jiaila 
i'ornic  (a,  h,  c)  —  /•  cL  positif  à  moins  que  /•  ne  soit  négative  (la  con- 
vention relative  an  signe  de  A  serait,  je  le  rappelle,  inutile,  en  prenant  le 
svnilKjle  généralisé  de  Legendre  dans  le  second  sens  indicpié  an  déhni  ). 

-^  ]  a  une  valeur  indépendante  du  clioix  de  A  :  cest  un  caractère  de 


VA. 

la  classe  de  /■  (pie  je  désignerai  parfois  par  (  — )  "n  P'""  \~^)'  ^  étant 
un  système  quelconque  de  formes  ou  déclasses  pour  lescpielles  il  garde 
la  même  valeur. 

Soit  A  le  nomI;)re  des  discriminants  simples  fondamentaux  0   lels 

que  —  soit  un  discriminant.  A—  i  seulement  des  cai-aclrres  fondamen- 
taux  (-)   (le   dt'uominateur  syndjolique   non   écrit  étant   considéré 

comme  arhilrairc,  toujours,  bien  entendu,  premier  à  2D,  positif, 
représentable  pai'  une  forme  de  discriminant  D  et  le  même  pour  tous  les 

caractères)  seront  indépendants,  car  i-^\  =  l  —  \  —  \.  .le supprimerai 


donc  par  la  pensée  un  des  caractères  fondamentaux  apparlcnanl  à  1)„, 
clioisi  d'ailleurs  arbitrairement,  et  nommerai  indépendants  les  A  —  1 

caractères  fondamentaux  restants.  Tout  caractère  (-— j  étant  expri- 

malde  sous  la  forme  d'un  produit  de  caractères  indépendants,  il  n'y  a 
proprement    à    considérer    comme    dc'lerminations    de    D,    (pie    les 

2"'-'  —  I  termes  du  produit  JT  (  1  -+-  0  )  étendu  aux  numérateurs  s\in- 

boliques  des  caractères  indépendants.  Mais  comme  il  est  a\anlageiix 
(Fy  adjoindre  l'unité,  je  considérerai  D,  comme  susceptible  de  ■'.'""'  (!('■- 
terminations  qui  sont  les  termes  du  produit  précédent. 

Les  K.(D)  classes  primitives  de  discriminant  D  forment  un  groupe 
abélien  ^'0=  ^  ayant  un  diviseur  $„=  U'  formé  des  classes  où  tous  les 
caractères  sont  égaux  à  -1-  i ,  et  donnant  lieu  à  une  décomposition  en 
complexes  de  la  forme 

rx:  =  Tlv,  +  '.(.iv,  4-. . .  +-  U'K,..,!,,         (K,  =  0, 
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chacun  des  A  —  i  caractères  indépendants  conservant  la  même  valeur 
dans  toutes  les  classes  d'un  même  complexe  et  deux  complexes  'î^K^, 
'jTKp  différant  par  la  valeur  d'un  caractère  au  moins,  sans  quoi  on 
aurait  (pK^ÇKp^  y?,  d"où  'f  Rct=  y?Kp.  Ces  G(D)  complexes  sont  les 
genres  et  Çp  le  genre  principal. 

Tout  caractère  1  —  1  où  D,  :^  i  prend  dans  les  classes  de  îK  autant 


de  fois  la  valeur  -i-i  que  la  valeur  —  i.  Cela  résulte  de  la  formule  (3) 
de  la  page  84  pour  F(x)=  pj?~'~P  et  p  infiniment  petit.  Les  classes 
où  un  caractère  indépendant  déterminé  a  la  valeur  +i  forment  un 
groupe  'r>_,  =  'Pjll,  d'indice  2  dans  X,  et  il  y  a  A  —  i  groupes  analogues 
'J-'>'Ai  (/=  1 ,  2,  . . .,  A —  i)  répondant  chacun  à  un  caractère  indépen- 
dant; deux  quelconques  de  ces  groupes  sont  distincts,  sans  quoi  le 
produit  des  deux  caractères  correspondants,  égaux  entre  eux  dans 
toutes  les  classes  de  ac,  serait  un  caractère  égal  à  + 1  dans  toutes  les 
classes  de  fK:.  Formons  le  plus  grand  commun  diviseur  i\_2  de  ^ï\'li  et 
de  ^')-,,  puis  celui  <f)_3  de  u\_a  et  de  'î'ili,  ...,  enfin  celui  'r,  de  'fj  et 
de  ^>'r,''  qui  est  précisément  <$  et  aussi  le  plus  grand  commun  diviseur 
des  $).-,.  On  aura  ainsi  une  suite  de  compositions  de  t>t 

îx,     iv,,     ^P)...,     ...,     T,     .... 

où  lindice  de  chaque  'X\  dans  le  groupe  précédent  est  égal  à  2. 
Donc  G(D)=  Q.'~'.  De  plus,  si  Ton  a  la  décomposition 

àv='i.'K', +  ...  +  'flv;,_, 

(les  Iv'  étant  convenablement  choisis  et  K',  =  1),  on  peut  supposer 
(jue  K.y=  K'^. 

\  oici  une  autre  démonstration  dont  le  principe  servira  tout  à 
I  heure.  Soit  F(C)  une  quantité  ayant  une  valeur  déterminée  pour 
chaque  classe  C,  et 

n 

2(^^)F(C)  =  <l'(D,,n), 
c 

la   sommation  sétendanl    à    toutes    les   classes   de    ;h:„.     Multiplions 
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par(-^j)  c  étant  une  classe  déterminée  et  sommons  pour  les  2?~' 
valeurs  de  D, .  Le  coefficient  de  F(C)  sera  TT  M  +•  (  r-  )  (  "  )  expres- 
sion nulle  si  un  seul  des  (  ^  j  est  ^  ( -))  égale  à  q?~'  dans  le  cas  con- 
traire. Donc,  G  étant  le  système  des  classes  C  où  les  caractères  ont 
tous  les  mêmes  valeurs  que  dans  c,  on  aura 

c  I), 

la  sommation  s'étendant  à  toutes  les  classes  de  G.  Or,  si 

D, 


F(C)  -  ,  c 

D,„  étant  une  des  valeurs  de  D,,  on  a 

(       o      pour  D.  ^  D,.,, 
«D(D,,D)=  ^  ^ 

^       I  lv(D)pourD,  =  D,„. 

Donc,  i  étant  le  nombre  des  classes  de  G, 
2"^-'/  =  K(D), 

c'est-à-dire  que  t  est  le  même  pour  tous  les  systèmes  G  (dont  deux 
quelconques  diffèrent  par  la  valeur  d'un  caractère  au  moins).  Donc 
les  systèmes  G  sont  les  complexes  î'K,  ou  les  genres. 

Soit  3if,,i==  m,,^  Si  le  groupe  des  classes  primitives  de  discrimi- 
nant D  =  D'd-  (D'  étant  un  discriminant)  qui,  composées  avec  une 
classe  quelconque  de  diviseur  d  et  de  discriminant  D,  reproduisent 
cette  classe.  Tout  caractère  appartenant  à  D  et  à  D'  a  la  valeur  -i-  i 
dans  toutes  les  classes  de  .%  ^,  et  tout  caractère  appartenant  à  D,  mais 
n'appartenant  plus  à  D',  prend  dans  les  classes  de  .«R,,,,  autant  de  fois 
la  valeur  -i-  i  que  la  valeur  —  i  (la  restriction  exprimée  dans  ma 
thèse  relativement  aux  discriminants  positifs  divisibles  par  iG, 
quand  d  est  pair  n'est  pas  fondée,  comme  on  peut  le  voir  par  la 
démonstration  elle-même  où  l'on  doit  supposer  que  le  signe  des  déno- 
minateurs symboliques  est  déterminé). 

Journ.  de  Math.  (5'  série),  tome  V.  —  Fasc.  I,  iSejij.  '  ï 
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Les  caractères  fondanienlaiix  perdus  sont  nécessairement  indépen- 
dants puisque  le  caractère  fondamental  supprimé  appartient  à  D„. 
On  s'assure  d'ailleurs  facilement  que  jamais  un  caractère  perdu  ne 
peut  être  remplacé  pour  D'  par  un  autre  qui  n'appartiendrait  pas  àD. 

Supposons  que  les  caractères  perdus  soient  ceux  qui  correspondent 
à  ^'^'Li,  .  •  •,  ^x-"î"'  On  "^oit  comme  précédemment  que,  si  Mi,  est  le  plus 
grand  commun  diviseur  de  A,,,,  et  de  ff  et  K'j=  i ,  . . .,  Ivi^-i  un 
système  de  classes  convenablement  choisies  dont  deux  quelconques 
différent  par  la  valeur  d'un  au  moins  des  caractères  de  D  qui  sont 
perdus  pour  D', 

^P_ ,,  =  ife  K',  -f-  .  .  .  +  \\\,  KI;^-.  . 

On  peut  supposer  que  K'y  appartient  au  complexe  ÇK^  et  par  suite 
que  Ky  =  K^ ,  '-—■  et  -^  sont  holoédriquement  isomorphes. 
L'ordre  de  J^j,  ^est 

"^■^- KitT)  - '^1 L' - l7J /-Ji^iTrâ))' 

D-^,        E(D)  =  litWB, 

T,  U  étant  les  plus  petites  solutions  positives  de  T^  —  DU- =  4  en 

sorte  que,  si  D  <  o,  E(D)  =  e^^;  T(D)  =  2siD<-4;^(D)  =  4 
si  D  ^  —  4;  '^(D)  =  G  si  D  =  —  3;  />  parcourt  les  facteurs  premiers 
différents  de  d. 

15.  Tout  cela  rappelé  multiplions  les  dernières  équations  du 
n"    1 1   par  f  —  j  =  -n— j  +  f  —  j,  prenons  A  =  Q  et  soumettons 

les  deux  membres  à  la  sommation  ^  =:   >  =  V  (jui  indicpie  (juc 

,i,l,,c        ii.li.c.  r 

{a,h,c)  =  r 

parcourt  un  système  de  représentants  des  classes  de  îXp,  cluupie  repré- 
sentant étant  toujours  choisi  de  manière  que  a  soit  positif  premier 

à  2D,  6  =  ^ftQ,  c  =  c„Q-.  Dans  ces  conditions  la  forme  (acl,h,-\ 
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d'ordre  <-/,  composée  des  deux  formes  (a,  b,  c)  c\.id,  Ad/  '^   ~  ■  )  =  c 

où  X^^-r,  (moda),    o5X^i  \b^E^\d(^moà'id')  puis(juc  -;  est  de  la 

•.  •    1     rj"l  .    K(D)   f  .  .  1  . 

parile  de -r,    >  parcourt — .        lois  un   système  de   représentants   de 

Tordre  d  pour  le  discriminant  D,  et  par  suite  (a,  -.■>  ^/\  autant  de  fois 


'  d   d\ 

un  système  de  représentants  de  l'ordre  primitif  pour  le  discrimi- 
nant -t;-  On  aura  donc,  les  sommes  relatives  aux  classes  pour  les- 
quelles ( —^^j  n'est  plus  un  caractère  disparaissant  en  vertu  du  théorème 
sur  le  groupe  A^,,, 

K^I(^)''(Q)  =  i       "î   {^)^Bry 

n,b,c  d  <i,l,,d,r„ri' 

DoQ'  Q  D„rf' 

ii.h,c  d  n,h,d,i„d' 

ou,  en  posant 

Uorf' 

n,l,„,l,i„d^  m,n 

V„d- 

'Lj,(d)=      2       (-^]'^F(am^-\-/'odmn-\-c^d-n^) 

n.l,„d.r,d'  m.n 

si  (  —  )  appartient  à  Do  d-, 

si  (  —  )  n'appartient  plus  à  Dgd-,  et  en  admettant  que  F  jouit  de  la 


propriété  F(xy)  =  F{x)F{y), 

Q 

(\  -n,(Q)    _y  F/^'2N   ^D.(^)  dd  —  O 


84 
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/   \  Sn,  (Q)     _'^  .     p/^,o\    -11.(^0 


Il  imporlc  d^observer  que  S^^{d)  et  Z^  (^/)  ne  dépendant  en  aucune 
façon  du  représentant  choisi  dans  chaque  classe  de  discriminant  T)„d-, 

pourvu  que  l'on  y  remplace  f  — ^  j  par  la  valeur  de  (  — !^  j  dans  la  classe 
de  ce  représentant  si  (  — ^  j  est  un  caractère  de  D„^/-. 

Multiplions  les  deux  membres  de  (i)  ou  de  (2)  par  (  pi],  G  étant 

un  genre  de  cXn»  et  sommons  par  rapport  aux  2'"'  valeurs  de  D,.  On 
aura  dans  le  premier  membre  la  valeur  moyenne  de  /'(Q)  ou  celle 
de /(Q)  dans  les  classes  du  genre  G.  Cette  valeur  sera  par  consé- 
quent connue  si  les  seconds  membres  le  sont. 

Je  rappellerai  maintenant  les  deux  formules  suivantes  de  Kronecker  : 

5  2  [(x)  +  (t)]  2  ^(^"'' + ^'""^  +  '•-) 


(3) 


=  nD)2 


D.Qî^ 


i(!^)F(„,„), 


F,  fonction  quelconque  assurant  la  convergence, 
T(D)=isiD>o,    2siD<-4,    4siD=-4,    6siD=-3; 
D,  et  Do  sont  deux  discriminants  liés  par  D,  Dj  =  D  ; 


im  I  — -^—  -h  ■ —  y,  (ani-  -+-  binn  +  c«^)~'~P 


(4) 


D<o.         r/w) 

—  6-!-\/i5 


.2       Y[{l   —  C-"''^'"), 
n  =  l 


les  logarithmes  sont  réels. 
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On  voit  sur  la  seconde  formule  que  le  dernier  logarithme  ne  dépend 
pas  précisément  de  la  forme  {a,  b,  c)  mais  seulement  de  sa  classe  et 
que  l'on  peut  y  échanger  a  et  c  et  remplacer  b  par  —  b. 

Je  ne  considérerai  désormais  que  des  formes  positives. 

Prenons  F(x)  =  x~'~P,  multiplions  (4)  par  (  ^  j  et  sommons  pour 

tout  un  système  de  représentants  /•  =  (a,  b,  c).  On  aura,  en  désignant 

parO(D,,  d)  une  quantité  égale  à  i  si  (  —  j  appartient  à  Do<^/-,  nulle 

dans  le  cas   contraire,  et  en  posant  (voir,  pour   le  cas  où  D|  =  i, 
Kronecker,  Sitzungsberichle,  p.  211-220,  256-274;  1^89) 

(p  parcourant  les  facteurs  premiers  diflérents  de  Q  et  />'"  étant  la  plus 
haute  puissance  de  p  qui  entre  dans  Q), 

d 

X(D,,D)  =  |_^^iD,^i, 

IJi|^)_r'(,)_log(-D)+Z(D„,Q), 
si  D,  =  I, 

Les  logarithmes  sont  réels,  la  forme  choisie  pour  représenter  chaque 


(')  L'analogie  de  X(i,D)  et  des  autres  X(D,,D)  apparaît  en  observant  (|iie, 
si  Dj  par  exemple  est  un  discriminant  fondamental  positif, 


h(d,)v/d;^.2(t)'^»"Kïï; 
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classe  est  arbitraire;  on  peut  remplacer  h  par  —  ^  et  l'on  peut  échan- 
ger a  et  c,  c'est-à-dire  que  Ton  peut  remplacer  chaque  forme  par  une 
forme  équivalente,  par  une  forme  opposée  ou  par  une  forme  associée. 

En  multipliant  par  i-~Y  G  étant  un  genre  quelconque,  en  som- 
mant pour  les  2'~'  valeurs  de  D,  et  en  désignant  par  dg  une  moyenne 
arithmétique  dans  les  classes  du  genre  G,  on  aura  donc 

(6)  ^^lo^'^-^'f^-^  =  if  "^^XCD.,  D) 


G 

(dans  une  sommation  relative  à  D,  l'indice  supérieur  du  signe  som- 
matoire  indiquera  le  discriminant  que  l'on  considère). 

Soit  d'abord  Q  >  i  et  g"  >  2  un  diviseur  premier  ou  non  de  Q. 

On  peut  toujours  choisir  le  représentant  /•  =  (a,  h,  c)  tel  que  a  soit 
premier  à  q,  b^^oÇmodg),  c^o(mod5r-).  Considérons  la  forme  de 
diviseur  rj, 

p=(q,lq/''^'-^y         >^=^(mod2),         o<X2i. 
On  aura  b^'Kq(mod'iq)  et,  par  suite, 

les  quantités  correspondantes  à  w,,  co.,  pour  /•'  étant  w'  =  — >  oj'  =  — '^ 
1  I  I       -  i  _1        ''       '   _'^ 

I  elles  seraient  ^co,,  ywo  su  on  avait  pris  w,  = —■,  cd^= ^ —  I- 

Quand  /•  parcourt  les  classes  d'un  des  complexes  .^ilo^C,  de  la  dé- 
composition 

^D  =  ^D,,C,-hAn.,C.-H...+  AB„,CK,„,-,,  (C,  =  1), 

un  caractère  (  --  )  appartenant  à  —  garde  une  même  valeur  (  —^  )>  et 
sa  valeur  dans  la  classe  de  /•'  sera  f-^ij^f— ij;  un  caractère  ( —^j 
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perdu  pour  — prend,  au  conlraire,  autant  de  fois  la  valeur  -t- i  (|ue 

la  valeur  —  i. 

Écrivons  maintenant  l'égalité  (5)  pour  le  discriminant  —  el  pour 

.      /Di\  .  D  .         ,    f 

un  caractère  (  —  1  appartenant  a  — >  en  prenant  pour  système  de  lormes 

représentantes  -  RaC,    «  =  i ,  2,  . . . ,  K  (  —  )>  U,,  représentant  une  classe 

déterminée  de  A,,  ,^   .  Quand  on  fait  varier  a,  on  obtient  Qj,    formules 
qui  ne  diffèrent  que  par  l'écriture.  Ajoutons-les;  il  viendra 

K.  (  — ;  1  ii.li.c 

Si  dans  le  premier  membre  f  —  j  était  remplacé  par  un  caractère 


perdu  pour-^)  le  résultat  serait  nul  d'après  ce  qui  précède.  On  peut 
donc  écrire,  quel  que  soit  D,, 

(7)       i^i(^)lo/ifîHîl  =  o(D,,2)x(D,.£; 

n.ti.c 

On  en  déduit,  comme  on  a  déduit  (G)  de  (5), 


En  soustrayant  (6)  de  (8),  on  obtient  -jt^cloe- — ,  ^'  \   ., ,     /  exprimé 

par  des  logaritlimes  d'unités  fondamentales  E(D,),  E(D2),  les  loga- 
rithmes de  transcendantes  eulériennes  ayant  disparu. 

Soit  maintenant  Q  ^  i  et  «jr  un  diviseur  premier  ou  non  de  D,  que  je 
supposerai  sans  diviseur  carré  et  premier  à  Q. 
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On  pourra,  dans  chaque  classe,  prendre  /•  =(a,  l>,  c)  telle  que  a 
soit  premier  à  y  et  ^^c^o(mody).  Alors  -  ^D(mod2)  si  q  esl 
impair  et  -  ^  —  (moda)  si  q  est  pair.  La  forme 

f  D(mod2)  si  ^  est  impair, 
^  '*'      /  /  —  (moda)  SI  ç' est  pair, 


est  ici  primitive  et  /•'  =  rp  =  (  ag,  b,  -U  dont  les  racines  sont  encore 

o)',  =  —,  —  cd!,  = -y  parcourt  en  même  temps  que  /'  un  système  de 

représentants  de  l'ordre  primitif.  On  aura  donc 


ces  formules  se  réduisant  respectivement  à  (5)  et  à  (6)  si  q  =  i, 
puisque  p  est  alors  la  forme  principale. 

('. 
14.  L'expression  V  log  '     "     ' — ^  =  Y  peut  se  simplifier  comme 

a.b.c 

il  suit,  en  précisant  le  représentant  à  choisir  dans  les  classes  ambiguës. 
Appelons  simplement  racine  de  (a,  b,  c)  la  quantité  co,  =  w;  co^  sera 
la  racine  delà  forme  opposée  (a,  —  b,  c),  laquelle  appartient  au  même 
genre. 

Si  (a,  b,c)  est  ambiguë,  elle  peut  être  supposée  de  l'un  des  deux 
types 

(i  i)  (a.  G,  c)oo(a,  lah,  c  -t-  a/i'-)Lr>(c,  o,  a), 

I  («.  c,  c)oo(a, /ja  —  c,  4«  —  c)(/>(c,  ±  c,  a) 
(  (•^[c,  c(2/<  +  i),  a -t- c7<  H- c7/'-J. 
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Dans  le  premier  cas,  en  prenant  /■  =  («,  o,  c),  on  aura 

a>^  =  co,. 
Dans  le  second  cas,  en  prenant  /•  =  (c,  ±  c,  a),  on  aura 

coo^oi,  rhi  cl  r,(w2)=c''   r,(co,); 

en  prenant  /•  =  (c,  ±  3c,  a  -h  2c),  on  aura 

w.j  =  w,  ±  3,  r, (a)2)=e  '    r, (w,). 

Donc,  en  appelant  toujours  a  le  premier  coefficient, 

[JL  étant  un  entier  convenable  qu'on  peut  toujours  supposer  égal  à  8. 
Si  y  est  une  puissance  d'un  nombre  premier,  la  même  simplification 

s'étend  à  Texpression   7  lo"* — , ,     \    . ,     /  =  Z.  En  effet,  on  peut  tou- 

l  m^  ^       T,-(C0,)71-(t02)  1 

'1.0,  c 

jours,  en  échangeant  a  et  c  dans  le  cas(i  i),  où  D  ==  —  /^ac,  cet  4«  —  ^ 
dans  le  cas  (12),  où  D  =  c(c  —  l\a),  supposer  que  a  est  premier  à  q, 
et,  dans  le  cas  (12),  que  c^o(mody);  dans  le  cas  (11),  on  aura  en- 
core c"SESEo(mody),  sauf  si  DEE54(niod  16)  [il  n'y  a  point  alors  de 
forme  du  type  (12)]  avec  Qss2(mod/|)  et  ^  =  2. 

Cela  étant,  la  forme  (a,  o,  c)  ou  la  forme  (a  +  2c,  ±  3c,  c)  remplira 
les  conditions  imposées  aux  représentants  de  classe  dans  (-)etdans(9) 
et  pourra  être  prise  pour  représenter  sa  classe,  sauf  si  Dss4(mod  16) 
avec  Q  ^  2(mod4)  et  y  =  2  ;  mais,  dans  ce  cas  particulier,  les  coeffi- 
cients extrêmes  de  (a,  o,  c)  satisfont  à  la  relation  «ce^—  i  (mod  {  )  et 
Ton  prendra  /•  =  («,  6a,  c  +  9a). 

Dans  ces  conditions,  si  r  =  (a,  o,  c),  on  aura 

to,  =  Wo; 

Journ.  de  .l/a<A.  (  5"  série),  tome  V.  —  l'asc.  I,  iSgg.  I'^ 
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si  j-  =  (a,  6«,  c  -h  9«),  (7=2.  on  a 

co,  =  w,  +  G,         7]  (^^)  =  r,  (  y)<-'~- 
Si  /•  =  (a  -I-  2C,  ±  3c,  c),  on  a 

/•p  =  ((a4-?,c)ry,  ±3c,^). 
Considérons  la  quantité 

g  =  loo-       ^'^^^       ^'^^   =loo-       ^    "'      '       ^    ""    ' 
'  ^       (a-\-2c)'/  ^  c 

7 


.,21X 


— ^  est  racine  de  f  -,-  q=  3c,  (a  4-  2c)(y  j  et,  par  snile, 

^  =  =^  +  3<7,        ■ri(^)^e^^'~-J^'A       i  =  ^  lo< 


[A  étant  un  entier  convenablement  choisi  qu'on  peut  toujours  supposer 
égal  à  8. 

On  a  de  même 


los: 


=  -  los: 


rt  -t-  2  r  a 


et  la  formule  de  transtormation  r,  (  —  )  =  vi(to)  \  —  /co  a|)pli(pi(''<'  dt 
nouveau  donne  enfui 


Qo-  w;  y?/ ^  1  lo.r viz . 


Donr 

D  , 

y.  _-  ■'  V  lo..■-l 
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16.  .le  voudrais  mainlenanl  revenir  sur  le  cas  où  /'(  .v  )  =  .s*  (  n"  9) 
pour  déterminer  Gî(a,  D)  selon  le  module  D.  Dans  les  sommes 

S(a,±»;)  =  S(a,//,)=    2    .v%  Sio,  n)  =  \n\, 

.1=0 

.S(a,  ±  n)  =  8(a,  ?i)  =  ^  (t)  *"' 


(}uc  j'aurai  d'abord  à  considérer,  je  supposerai  le  second  argumenL 
positif. 

Il  convient  de  remarquer  de  suite  que  S  et  s  sont  toujours  |)aires 
quand  le  second  arf;ument  est  un  discriminant  et  de  même  tri(a,D) 
si  cp(D)  est  divisible  par  4- 

Pour  abréger,  je  désignerai  le  plus  grand  commun  diviseur  (pris 
avec  un  signe  indéterminé)  d'une  fonction  numérique  F(a,  N)  avec  M 
par  F"'(a,  l\)  et,  si  M  =  N,  j'écrirai  simplement  F  (a,  N). 

Relativement  aux  sommes  S(a,  n),  un  premier  procédé  de  réduc- 
tion portant  sur  a  est  fourni  par  les  formules  connues 

2S(i,  n)  -+-  S(o,  ")  ==  {n  -H  i)"-'  —  I, 


^'^      j  ('a  +  i)S(a,  «)  +  ^^^^tilf:S(a-I,«)^-... 

'  —  (%  -t-  i)S(i,  //)  -t-  S(o,  //)  =  (//  -+- 1 )"'"'—  1. 

En  désignant  par  ni,  n  deux  entiers  positifs  premiers  entre  eux,  on 
aura  évidemment 

S (  a,  rnn )  ;es^  (sm  -+-  tn  Y         (  mod  tim  ), 

s^  t 

s  et  /  parcourant  deux  systèmes  de  restes  selon  les  modules  //  et  m  res- 
pectivement, d'où 

S(a,  7»/«)EEE7n°'S(a,  ti)  -H  /i°'S(a,  m)         (mod  mn), 
S'(a,  mn)  =  S'(a,  m)S'(a,  n). 

Par  suite,  m,,  m.,,  ..  .  étant  premiers  entre  eux  deux  à  deux  et  M 
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clanl  leur  produit,  on  aura 


(^0 


S(a,M)Es2(|:yS(a,;«,)         (modM), 

—  )  S ( a,  ni: )         ( inod  m,), 

S'(a,M)=_QSXa,  m,). 


Ainsi  on  esl  ramené  au  cas  où  le  premier  ai-gumont  est  une  puissance 
d'un  nombre  premier.  Si  j)  est  premier  et  a  =  p^ — p^~^  +  [B,  S  (a,  p^) 
est  congrue  (mod/y)  à  sd^jp''),  toutes  les  valeurs  de  la  variable  de 
sommation  s  qui  sont  5^0  (mod  p)  donnant  alors  s'^^o  (mod/)^) 
puisque  p'  ~ p'~^  est  toujours  >A,  et  les  autres  s"eîe.sP  (mod  p^), 
d'après  le  tliéorème  de  Fermât. 

Soient  maintenant  a,  h  deux  nombres  (pielconques.  On  aura 

S(a,  a/y)  =  V  (.$  +  «/)^,        .ç  =  o,  I,  ...,  a  —  I ,        /  =  o,  1  ,...,/*  — i , 


et,  en  développant, 

S(a,  ab)  =  S(o,  h)  S(a,  a)  -+-  a«,  S(i ,  h)  S(a  —  1 ,  a) 
(3)       {  ^l!jLzJla^S{'2,h)S{a-  2,a)+... 


+  rt''S(a, /y)S(^o,  rt  ). 

En   faisant  «r=/>^^',    h  =  p,   p  élant   premier  ^2   et   A  ^2,  donc 
2X  —  21;  A,  on  aura 

(4)     S(a,//)=/>S(a,/j"^-')  +  ap>-'S(i,/7)S(a-  i,yO^-')      (mod//). 
Or  S(i,/>)  =  P^P~^\  Donc,  si/J  ^it  2,  S(i,/j)i^o  (  niod  /;)  et 

S(a,  /y  )sEfyoS(a,/j'~')  (mod  />'  ); 

par  suite 

S  (a, />■'•)= /y-'  S(a,p)  (mod  p'). 
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Les  formules  (i  )  donnent  d'ailleurs  de  proche  en  proche 

(a  +  ])!  S(a,  «)heso         (mod  n). 

Donc,  si  /i  =  p  el  a  <^  p, 

S(a,p)ss      o(modp),  si         cf.<^p       i, 

S(a,/?)^EEE— 1  (niod /?),  si         cc~p  —  i, 

Or,  dans  ces  dernières  formules,  a  peut  évidemment  être  remplacé 
par  un  nombre  rjui  lui  soit  congru  (mod  p  —  i).  Donc 


S(a,p>)^ 


o       (mod  p')         si  a  ^  o  (mod/)  —  i). 

—  p'-'  (  mod />')  si  a^o  (mod/>  —  t  ). 


Supposons  maintenant  p  =  2..  Alors  S(i,  2)  =  1,  et  pour  que  le 
second  terme  au  second  membre  de  (4)  contienne  le  facteur  2',  il  faut 
supposer  que  2'""'  est  un  discriminant,  donc  A  J3.  En  revanche,  si  l'on 
observe  que 

,    —  2-  (mod  16  )         pour  a  =  1,  2, 

S(a,  8)^s  <         2^  (mod  16)         pour         7.  pair>4) 

(        o    (mod  16)         pour         a  impair  >i, 

on  obtient,  en  supposant  A^A?  la  formule  suivante  plus  précise,  qui 
se  trouve  vraie  encore  pour  1=2, 

/   —  2'^'  (mod  i'~'  )       pour       a  =  i,  2  \ 

S(a,  2')^  <         2'~'  (mod  2^"^' )       pour       7.  pair  1 4        /       (A^2). 

'        o       (mod  2'^')       pour       a  impair  >  3   ' 

En  désignant  donc  d'une  manière  générale  par  x''  la  première  puis- 
sance d'un  nombre  x  qui  soit  la  valeur  absolue  d'un  discriminant,  on 
aura  en  toute  hypothèse 

/  S(y.,p''  )^  o  (modp^)  si  a=s;o  [modçi(/>'' )]  et  ^z(p), 
.  SioL,  p')  =  — p'-'  (mod  p' )  si  y.=^o  [modo(/j')l  ou  =  ç.( /)). 
'  (  p  premier  ^  2  ;  =t  p"  est  un  discriminant  fondamental J. 


t)4  DE    SÉGUIER. 

Donc,  iS=  II/',''  étant  la  décomposition  de  X  en  facteurs  premiers 

et  T  le  produit  de  ceux  pj  des  facteurs  premiers  />,  pour  lesquels 
aE^o  mod  '^(pj)  ou  =  ^{  Pj)  et  T,  =  TTp)')  o»  aura,  d'après  (2), 

S(a,  K)  =  -  N  y  (^Y~'  -  (mod  N)  =  ^  +  A-N, 
S'(a,N)  =  ^, 

^  =  —  >—(  —  )       étant  premier  à  'Pet  divisible  par  (  ^  )        (r  =  ' 
7  ■' 

si  a  =  i). 

Soit  y  un  diviseur  commun  à  N  et  à  a;  on  aura 

(  .s-  -h  A  N  )''^:^  s""  (  niod  Ny  ) . 

Donc  S(a,  X)  apparaît  comme  ayant  une  valeur  déterminée  (mod  N^) 
indépendamment  du  système  des  restes  parcourus  par  s.  Donc  A  sera 

o-']\ 

déterminé  (mod  q )  et,  si  Ton  pose  S(a,  N)  =  ^V~'  ^'^^  dilTércnles  va- 
leurs de  g'  seront  de  la  forme  g'  ^  g  -\-  A  Q. 

16.   Dans  s(a,  N)  comme  dans  ra(a,  N),  la  variable  de  sommation 
ne  parcourant  que  des  valeurs  premières  à  >>,  il  suffira,  si  X  ==  TT/'i' 

est  la  décomposition  de  N  en  facteurs  premiers  et  M  le  plus  j)ctit  nud- 
tiple  commun  des  nombres  '^(p]'),  de  considérer  les  valeurs  de  a  ([ui 
sont  ■<  M.  Comme  d'ailleurs  s(o,  N)  =  g(N),  je  supposerai  a^  1 . 

On  a,  m  et  n  étant  premiers  entre  eux  et  .v,  /  parcourant  des  sys- 
tèmes complets  de  restes  selon  les  modules  ni,  n  respectivemeni, 

S  (  a,  m/i  )  ss y  ( )  (sm  -f-  (n  )''  (  mod  mit  ), 

^        ^^  \iiin  ■+- l/i  J  ^  ' 

s.l 

ssV  ■(  ~\  m''  s(oi.,  n)  +^  (  —  )  /'"S  (a,  /;/  )  (  mod  r7iri), 

l  s 

^m"ç.(w)s(a,  n)  +  /<"9(«)s(a,  m)         (mod  //m). 
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Donc,  «I,  «2,  . . .  cliinl  des  enlicrs  premiers  onlre  eux  tieiix  à  deux 
el  A  leur  produit, 


,s ( a,  A )  =2  („-)%  (« .)  ^ ( ^'  «'■)         ( ™«d  A 


lin  pronanl  «,  =  /J^'  on  esl  ramené  au  cas  où  le  second  ar^umenl  est 
une  puissance  d'un  nombre  premier  el  l'on  peul  supposer  dans  chacune 
des  s(a.,  a,)  a  réduit  à  son  plus  petit  reste  [mod  o(a,)J.  Soient  «,  h 
deux  nombres  positifs  tels  que  a  contienne  tous  les  facteurs  pn-miers 
difTérentsde  b.  On  aura  comme  précédemment 


(■) 


-S (a,  ah)  =  S(o,  b)  s  [a,  a) 

-t-  aa  S(i,  è)s(a  —  I,  a)  -H. . .+  «"Sl'a,  /^).s(o,  a), 


et  l'on  est  encore  ramené  au  cas  où  le  second  ari;umcnt  est  un  nombre 
premier  où,  par  conséquent,  s  =  S. 

En  faisant  dans  (i)  a  =p  premier  impair,  b  =.  p^~' ■,  on  ol) lient 

,        o       (mod/)      si      as^<)(mod/;  -  i), 
'  —  p'~'  (mod  p)      si      a^o  (mocl  p  —  i). 

De  même,  en  faisant  a  =  2'"',  b  —  2,  on  obtient  par  récurrence,  en 
partant  de  s  (a,  8), 


S(a,  2'); 


'S(«>4)  = 


2'~'  (mod  2^^^')  si  a  est  pair, 

o       (mod  2^"^')  si  a  est  impair. 

;   2  (mod  8)         si         a  esl  pair, 
(    'l(mod8)  si  a  esl  impair, 

-s^a,  2)  =  i. 


Ainsi  on  a  d'une  manière  générale 

(        o       (modo')       si  a  ^  o  [mod  3(/*'' )|  1 

S(a,  p'  )ss  ''  .       p  =  J. 

'    — //"'(niodp^)       si  ci^^o[modz/(p''  )\  ' 
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D'ailleurs  la  seconde  des  deux  formules  corrélatives  (n"  i) 

il 
S(a,  N)  =2]  ^'/f/^CSC"-,  ^')  +  f^'"]  =  V  £,,f/«S(a,  d') 

d  ri 

fournil  immédiatement  le  même  résultat. 

En  désignant  par  ù  le  produit  des  facteurs  premiers  différents  pj 
de  N  tels  C[ue  a^o  [mod  9(/'p]  en  même  temps  que 

on  aura 

(2)       '  '    ^'^  ''^  \         (N>3) 


en  posant 

et 

S'(a,N)  =  §. 

i,'  est  premier  à  ii  et  divisible  par  I  —  j       ;  si  a  est  impair,  Q  =  ^'-  =  i  ; 

si  a  est  pair,  Q  n'est  pair  que  si  N  se  réduit  à  une  puissance  de  i  et 
alors  Q.  ^  II. 

Ainsi  .s' (-2,  12)  =  /,,  ,s'(2,i6)  =  8,  .s'(i, /|8)  =  ^'(■^.  ^i^)  =  4^^, 
S'(2,48)  =  iG. 

Comme  pour  S,  si  q  est  un  diviseur  commun  de  N  et  de  a,  on  aura 
pour  s(a,N)  une  valeur  déterminée  (mod  ^rN)  indépendamment  du 
système  de  restes  (pie  parcourt  la  variable  de  sommation.  Donc  A  sera 

déterminé  (mod  q)  cl,  si  Ton  pose  S(  a,  N)  =  ^^î  les  din'éreiitcs  va- 
leurs de  "•'  seront  de  la  forme  ir' =  i*^  +  /tf2.  Je  ne  m'arrêterai  (juau 
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cas  OÙ  (7  =  2.  Alors  .s"  prend  i^o(\)  valeurs  de  la  forme  8«  -f-  i.  Donc 

«"+ (N  —  .s)='  =  is''  (mod  2N), 

s(a,  N)sEsm.iG  +  ç/(.\)         (mod  2N). 

Donc,  si  Nss±  2,  ±  4,  8  (mod  iG)  =  2"'N'  (N'  impair)  et  pourvu 
que  o(N')^o  (mod  ^),  Q.  étant  alors  impair, 

,-(a,N)=:i^. 
Si  o(N')^  2(mod4),  0,  est  encore  impair,  et  Ton  a 

s'-(a,N)  =  |, 

et  si  N'  =  I,  les  formules  du  début  donnent  le  même  résultat. 

Soit  maintenant  Nsso(raod  iG)=  2''j\' ^  aè,  N'  impair,  /<  =  2?, 
a^±  4,  8(modiG).  La  formule  (i)  montre  que  s(a,  N)  contient  2 
à  la  puissance  v  +  i  si  o(iX')^o(mod4),  et  seulement  à  la  puissance  v 
si  ©(N')^  o(mod4). 

Donc,  quel  que  soit  le  nombre  pair  N  =  2''l\'(N'  impair),  on  aura, 
si  a  est  pair, 

U(a,N')=^         (a  pair), 

('^)  -'=o(mod2)         si         9(N')  =  o(niod4), 

!  ir'ssE  I  (mod2)         si         ç.(N')^o(mod4V 

Si  a  est  impair,  s  (a,  N)  est  encore  déterminé  selon  le  module  2N. 
Tout  d'abord,  si  N  est  impair,  s  (a,  N)  sera  paire  toujours  et  seulement 
(juand  çi(N)^o(mod4),  chaque  valeurde  la  variable  de  sommation  .v 
donnant  avec  la  valeur  N  —  s  une  somme  s"±:(N  —  sy  impaire  (et 
cela  est  encore  vrai  si  a  est  pair). 

Si  N  est  pair,  on  a  (en  supposant  N  =  3) 

.s«  +  (N  —  .ç)='  =  aN.s='-'(mod2N),  *"-'  =  i  (mod8). 

En  faisant  donc  parcourir  à  s  les  ^©(N)  nombres  premiers  à  N 

Journ.  de  .Uat/i.  (5'  série),  tome  V.  —   Fasc.  I,  1S99.  J  J 
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\ 

et  ^  —  on  ohlionl 

Ls(a,N)='^         (a  impair), 
^"^)  '\  g'^^o{mod2)         si         o(N)^()(mod 'i), 


^'^i(mod2)  si  ç(N)^  o(niod4)> 

cl  ici  il  =  I. 

Les  formules  (3)  et  (4)  suLsistcnl  si  N  est  impair. 

La  relation  g' ^ g  -+-  kQ^moà-i)  détermine  la  parili'-  de  />■  si  (2  7^  2. 

Si  i2  =  2  (donc  IS'  =  i  et  a  est  pair),  les  formules  du  déi)ut  donncnl 
A-^o(mod2). 

En  résumé,  on  peut  écrire,  L[x-]  désitinanl  le  plus  j^rand  eiilier 
contenu  dans  .r, 

A  =  E[iç.(N')](mod2)  si  se  est  pair  (N  =  2\N'>  2); 

/i  E^  I  4- :^  o(>f)(mod2)  si  a  est  impair  (N^  3). 

17.  Arrivons  maintenant  aux  sommes  rar(a,  D)  et  observons  de  suite 
que  rû(o,  D)  =  '}(o,D),  tû(a,  Q-)  =  j5(a,  Q=). 

J'appellerai  complcnicnl  quadraliquc  d'un  nombre  A  le  produit  [)ris 
a\ec  le  signe  de  A  de  tous  les  facteurs  premiers  dilTérenls  de  A  (pii 
entrent  dans  A  à  une  puissance  impaire. 

Lorscpie  .s-  et  /  parcourent  un  système  de  restes  positifs  selon  les  mo- 
dules w,  n  respectivement,  m  et  //  étant  deux  discriminants  premiers 
entre  eux,  si  [x  et  v  sont  les  compléments  quadraticpies  respectifs  de  m 
et  de  //,  .sm[K  -h  tn"^  parcourt  un  système  de  restes  positifs  selon  le 
module  mn  et  Ton  aura 


tn(y.,  inn):-;^  Vf "^ \(.siini,  -+-  Utvf(moàinii') 

ou 

tô(a,  ni/i')^^(/nu.fui(o,  w)nT(a,  //)  -t-  (//v)"rri(o,  ti)tn(y.,  ni)(ino(\/)i/i). 
On  voit  que  si  ni  m  ni  //  ne  sont  des  carrés,  nj(a,  mn)—^  o(mod//j//). 
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Plus  généralement,  si  les  discriminants  a,,  «a,  . . .,  ayant  pour  pro- 
duit A,  sont  premiers  entre  eux  deux  à  deux  et  si  a, ,  a^,  . . .  sont  leurs 
compléments  quadratiques  de  produit  ^l.,  on  obtient,  en  observant  que 
pour  deux  nombres  quelconques  a,  h  premiers  entre  eux  on  a  tou- 
jours aj(o,  ah)  =  cj  (o,  a)  m{o,  h). 


On  est  donc  ramené  au  cas  où  le  second  argument  de  cô  est  un  dis- 
criminant simple. 

Enfin,  comme  précédemment,  si  cl  est  un  discriminant  contenant 
tous  les  facteurs  premiers  du  carré  c  (à  une  puissance  quelconque), 
on  aura 

.         j  Gî(«,  </c)  =  S(o,  c)ra(a,  f/) 

(  -l-a|f/|S(i,c)GT(a—  i,f/;-|-...-(-lf/j"S(a,  c)ra(o,  r/), 

où  le  second  argument  est  un  discriminant  fondamental  simple. 

Tout  d'abord,  si  cl  est  un  nombre  premier  impair  discriminant  fon- 
damental de  de  =  0  (d'après  notre  hypothèse  o  est  simple),  on  aura 

(2)  ci(o'-,  dc)^E^ccj(v.,  cl)(modclc). 

11  s'agit  de  calculer  Gj(a,  cl).  Soit  |  cl\  =  p-  Uy  ao(  ''  ^  '  j  nombres  cî 
appartenant  à  l'exposant  — — ,  et  ces  nombres  sont  parmi  les  résidus 

quadratiques  a  àc p.  Si  a  n'est  pas  un  multiple  de (ce  qui  suit  ne 

s'applique  donc  pas  à  p  ^  3),  a'"  —  1  sera  premier  k  p  et  la  congruence 

rt"  y  a"  ss  ^  a"'  (  mod/j  ) 
où  la  sommation  s'étend  à  tous  les  nombres  a  <^  p  donnera 


V  a'  ^  o  (  mod^  ) . 
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En  désignant  par  h  les  non-résidus,  on  aura  de  même 


d'où 


^b'^  =  o{moàp), 

la  sommation  sétendant  pareillement  à  tous  les  nombres  b  <Cp-  Donc 

c;(a,  f/)^  y^a*— VZ>°'^o(modp)         si        a^ofmod^^ — j- 


Si  a 


/;  — I 


(et  c'est  toujours  le  cas  si  ^  =  3),  on  aura,  puisque 


b  -  ^  —  I  (modyj), 


^(y.,d)  =  ^a  -    —^b 
Si  a  =/?  —  I, 


P  —  1    ,    /'  —  1 


ES—  i(mod/>). 


cj(a,  f/)^o(mod^). 
Si  donc  0  est  impair,  la  formule  (2)  donne 

^        \  — />'"'(modo)        si       v.^- (modp  —  1)       (p^'i), 

f       o      (modo)       dans  tous  les  autres  cas. 

Si  <^/ est  une  puissance  de  2,  le  calcul  direct  donne  d'abord 

l  ra(a,  -4) 
(3) 


—  2(mod8) 
o  (  mod  8  ) 
8(modi6)        s 
o(mod  iG)        s 
ci(a,       8)^o(modiG). 


CT(a.  -  S)i 


a  est  impau', 
a  est  pair, 
a  est  impair, 
a  est  pair, 


La  formule  (i)  donne  alors  pour  |  0  |  =  2'  en  y  prenant  \</\=  2''"'-', 
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c  =  4,  et  en  partant  de  (3), 

/  _2'-'(niod2'-^')         si         a  est  impair,  ) 
^(y    _?>)=  ^  .  (Ipair) 


(       o      (mod2^-^')         si         a  est  pair, 

(.\)     I  i       2^     (nioda"'*')         si         a  est  impair,  ) 

^^'^      l  jnfa    -  ">)  =  '  .  (^'  impair) 

I      ^    '  ^       (      o      (mod2'^')         SI         a  est  pair,       ) 

,  m{y.,       2')  =  o(mod2'^')  (A  impair). 

En  résumé,  ra'(a,  û)  =  S  si  a  n'est  pas  un  multiple  impair  de  ^9(o„) 

et  si  Oo  =  8  (Oo  est  le    discriminant  fondamental    du    discriminant 
simple  o).  Dans  tous  les  autres  cas,  cî  (a,  0)=^  ^. 

Composons  maintenant  ces  résultats  élémentaires  par  les  formules 
du  début.  Soit  D  un  discriminant  quelconque  non  carré,  de  discrimi- 
nant fondamental  Do  et  de  discriminant  essentiel  tO.  Posons 

On  aura 

ra(a,  D)=^=='9(^-)nï(a,  cD)(modD), 

et  Ton  pourra  écrire,  pour  a>i, 

l    nT(a,D)=l^  +  -/.D, 


(5) 


ro'(a,  D)  =  —■ 


co  ayant  la  signification  suivante  : 

Si  Do  ne  contient  qu'un  seul  facteur  premier  p(p>o)  cl  seule- 
ment à  la  puissance  t  (la  plus  petite  qui  fasse  de/j"  la  valeur  absolue 
d'un  discriminant)  et  si  en  même  temps  a  est  de  la  forme  ^^^ —  'îi.P") 
avec  (p(^)^o(modp),  w=/>;  dans  tous  les  autres  cas  où  D  n'est 
pas  carré,  w  =  i. 

On  voit  que  w  ne  pourra  être  pair,  c'cst-;i-dire  égal  à  2,  que  si 
D  =  —  2\  >.  étant  pair  et  a  impair,  y  est  toujours  premier  à  w. 
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Ainsi  gt'(i,  —  3G)=  3G  [ici  a  =  i  est  bien  un  multiple  impaii'  de 
^^(2°)=  i  ;  mais  o(^)— o(3)E^o(mod2)];  ra'(a,  48)  =  4^^?  quel 
que  soit  a;  cî'(a,  —  4*^)=  i^J)  si  oc  est  impair;  cj'(a,  41^)^  4<^>  si  a  est 
pair;  ra'(2,8o)^  iG,  nî'(2,  iGo)=  i()o. 

18.  Si  a  et  D  ont  un  plus  grand  commun  diviseur  (/,  nj(a,  D)  con- 
serve une  valeur  déterminée  (modg")  quand  on  change  le  système  de 
restes  que  parcourt  s.  Donc  x  est  déterminé  (niody)  et  les  différentes 
valeurs  de  y  sont  de  la  forme  y'  =  y  -+-  xw. 

Je  ne  m'arrêterai  encore  qu'au  cas  où  ^r  =  2  et  je  poserai  D  =  2'^D', 
0^2,  D'  =  ±  P  (P  impair  >  o),  D  n'étant  pas  un  carré. 

Soit  d'abord  D  >  o.  Comme  alors  (  —  j  =  (  — -  )  =:  l  =- — ^ 

Donc 

GT(a,  D)^7«  .iG  +  2nî(o,  D)(mod2D) 

^m .  i6(mod2D). 

Par  suite,  si  D^±  4,  8(modiG),  on  aura  ro  '"  (a,  D)= 

Si  D^o(modiG),  la  formule 

rar(a,  t/c)^  S(o,  t')rT7(a,  (()-h  ix\d\  S(i,  c)  ûî(x  —  i ,  (/)  +  . 
où  Ton  fait  de  ^  D,  c  =  2-'^,  </  =  ±  4,  8(mod  iG)  donne 

Soit  maintenant  D  <^  o.  Alors  (  —  )  =  —  (  — — )  et 


(?)^"^([DF:7)(iI>l-^)'---D("'od2D) 

^o(mod2D); 

de  fait  w  est  alors  égal  à  i,  car  a  étant  pair  ne  peut  être   multi|)le 
impair  de  •jo(a))  qui  est  ici  impair,  puis(pie  —  w  est  un  discriminant. 
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Si  V.  est  im[)air,  trj(a,  D)  e#l  encore  délerrainé  selon  le  module  2D. 
Tout  d'iibord,  si  D  est  impair,  cT(a,  D)^icp(D)(inod2)  comme 
S(a,  D)  (et  cela  même  quand  a  est  pair). 

Supposons  D  {)air.  Si  D  >  o,  on  a,  comme  tout  à  llicure, 

(7)-^"  +  (D-^)^D--^)''  =  (7)^-D'^^-'^D(^)(mod2D). 

î0(a,D)=-îîî(o,D)  =  o(mod2D). 

Si  D  ■<  G,  il  faut  distinguer  plusieurs  cas. 

Soit   0  =  2,  D  =  4D'  =  — 4P,    PE^+i(mod4).   Ou   aura,  pour 

^<2P, 

'D\         /     n     \      /     D 


2  p  y    V  2  p 


=  /5)[,,«_(.ç_2P)a_(^+2P)«  +  (,,_4P)aj=_4aP('^ys«-'   (modaD). 


Donc  les  termes  de  cT(a,  D)  se  réunissent  \  par  4  pour  donner 
une  somme  ^D  (mod2D).  Donc,  si  o(D)^o  (modi^),  c'est- 
à-dire  si  ç(D)^o  (mod/i),  on  a  bien  nï((z,  D)^o  (modaD); 
si  o(P)^o(mod4)  et  Pt^i,  on  aura  ra(a,  D)e^D  (modaD  ). 
Ainsi,  îû(i, 36)^36  (mod72). 

Soit  toujours  D  =  —  \V ,  mais  P^s— 1  (mod'i).   On  aura,  pour 

=  (-)<.'!«''- 'iaP)EEBo        (modS). 


Donc 

n.--(a,D)  =  ^. 

Soit  mainlenanl  0  =  3,  D  =  8D'=  —  8P  (P  >  o  impair).  On  auni 
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pour.9<4P,  (^)  =  _(^L_),dc 


?)^*+(j^)(*  +  4Pr=-4«P(7)^'-'  (mod2D) 


=  -4P(7)         (mod2D). 


D^ 


Mais  ici  (  —  j  —  f        _^    j  et  les   termes    de   tn(a,D)  se    groupent 

quatre  par  quatre  pour  donner  une  somme  ^eD  (modaD).  Comme 
d'ailleurs  ici  ç(D)^o(mod8)  (en  supposant  P^i),  on  a  encore 
iô(a,  D)eeeo  (modsD).  Ainsi  cî(i  ,  —  2'i)^o  (mod48). 
Si  maintenant  D  ^^o  (modiG),  la  formule 

cî(a,  de)  =  S(o,  c)ci(a,^/)+  a|</|S(i,c)cî(a  —  1,1^)  +  .... 
donnera,  pour  <^/c  =  D,  c  =  2-^,  d  =  —  4Pj  —  8P,  P  étant  impair  >>  o, 

nî(a,  D)^o  (moda^^-); 
D=z2'^D',  a  impairs  et  D'<  —  1;         0  >  o; 
E  ^  o  si  D'^E  —  i(mod4)  avec  ç(D')  ^  o  (mod4),  S  pair; 
e  r=  I   dans  tous  les  autres  cas. 

On  remarcjuera  que,  si  D'  est  <^  o  et  ^ — i  (mod'j)  avec 
o(D')^o  (mod4),  on  a  nécessairement  D'=  —  p-^,  p  étant  un 
nombre  premier  de  la  forme  4^*  —  '  ;  le  discriminant  fondamental,  si  0 
est  pair  se  réduit  à  —  4  et  D  =  —  2-^p-^. 

En  résumé  l'on  peut  écrire 

(6)  c!(a,D)^  ' — ,  D:=2^D'  non  carré,      D'  impair: 

(0 

si   0  rr  o,   y'  '^^t  pair  sauf  si  ç{D')  ^  O  (niod4)  ; 

si  0  >  o,  y'  est  impair  quand,  a  éiant  impair,  on  a,  ou  bien  D= —  2^,  ou  bien 
D  =; —  2^?p^^',  p^ —  I  (mod4)  étant  premier  positif;  -(■'  est  pair  dans  tous  les 
autres  cas. 

La   relation   y' =  y  +  xo)  détermine  la  parité  de  x  si  m  =/z  2.  Or, 
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si  to  ^  1  donc  co  ^  i  (mod2),  ou  bien  ç  =  i  et  alors  y  =  ±  i,  ou 
bien  ^  >>  i  et  y  est  pair. 

Si  w  ^=  2  c'est  que  D  =  ±  2'  et  les  formules  (4)  montrent  que  x  est 
toujours  pair. 

19.  En  désignant  par  «,  ceux  des  restes  .y,  dans  s  et  dans  cj,  pour 
lesquels  (  —  j^+i,  par  a_,  ceux  pour  lesquels  (  —  jz=  — i,  on 
saura,  par  ce  qui  précède,  déterminer  la  valeur  (modD)  des 
sommes  y]f'^,  2*^-1  "étendues  respectivement  à  un  système  de 
nombres  «,  et  de  nombres  a_,  compris  entre  o  et  |  D  |,  c'est-à-dire  les 
sommes 

■/,,(a.  D)=  ■/.('^■.  D)  =  H-n'«>  D)+  £nT(a,  D)], 

On  a  immédiatement  en  effet 
(')  ■/-e(^-'D)^=^2?(^)^        (modD), 

|D|  =  TT/?''  étant  la    décomposition   de   |  D  |  en  facteurs   premiers, 

A"  parcourant  les  facteurs  de  Dw  ;  0  ^  £,  si  ^;;  ^  co  ;  0  ^  i ,  si  /j^  ^  co  est 
nécessairement  premier  à  Q  sans  quoi  a  devrait  être  un  multiple  à  la 
fois  pair  et  impair  de  ^0(00'^). 

On  peut  encore  écrire,  d'après  les  formules  (3)  et  (4)  du 
n°  16  et  la  foinnule  (G)  du  n"  18, 

(^)  w^^)  =  \(^^^^ 

La  formule  (1)  montre  que 

y^a,  D)  =    r,)  "  '         r,  ^  o     ou      i, 
et  Y]  est  évidemment  nul  si  D  est  impair,  puisque  ■/'  est  entier. 
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Si  D  =  2'^D'  (D'  impair,  î^  >  o)  non  carré,  on  a,  d'après  (2), 
•/lsEEo'w  +  £Y'i2(niod2),         o<Yi<i, 

et  il  l'aiit  distinguer  plusieurs  cas  : 

Soit  a  pair  donc  w  impair.  SiD'  ^  ±  1,  O  est  impair,  y'^o(mod2). 
Donc  r^  E^  g' (mod  2.) .  Donc  v]  ne  peut  être  égal  à  1  que  si 

■  z,{D')^  o  (mod4), 

cesl-à-dire  que  si  D  =  rh  i"y^ ,  p  étant  un  nombre  positif^EE—  i  (mod4  ). 
Ainsi  7;  (2,  db  12)  =  2,  y;  (2,  2.1)  =  4- 

Si  D'  =  ±:i  c'est-à-dire  D  =  ±  2'%  ii  =  2,  "•'  est  impair  et  de 
même  co  puisque  a  est  pair.  Donc  Tj  =  1 . 

Ainsi  7',  (2,  2/, )  =  1 ,  7;  ( 2,  ±  8)  =  2. 

Soit  a  impair,  donc  Q  =  i .  o-'  ne  cesse  d'être  pair  que  si  0  =  2 
avec  D'=  — I  et  alors  co  =  2.  Donc  y]e^y' (mod2).  Donc  rj  ne 
peut  être  égal  à  i  que  si  D  =  —  2.-^  p'',  p  étant  un  nombre  premier 
^ —  I  (mod4)  ou  si  D  =  —  2"^. 

Ainsi 

7;,(i,8)  =  8,       7;(y,_8)  =  4,       7;,(,,  -.(i)  =  4, 
7;(i,  -  24)  =  24.      7;,(i,  —  3G)  =  18,      7;,(i,  -  72)  =  72. 

En  résumé  y]  n'est  égal  à  i  que  pour  les  discriminants  non  carrés  de 
la  forme  D  =  ±  2^/)'  (o  ]>  o)/j  étant  un  nombre  premier  ss  —  i  (niod4) 
et  2  —  1 ,  et  encore  faut-il,  si  a  est  impair,  que  D  soit  négatif  et  que  sa 
valeur  absolue  soit  un  carré  ou  une  puissance  de  2. 

En  particulier,  si  D„  est  un  discriminant  fondamental, 

7(,,Do)  =  o(modD„),         D„:^-3,  -  f,         -8. 

Si  D'^i  (mod 4)  on  aura  toujours,  pour  D  =  i'^l)  , 
(3)  7'(a,  D)=-         aiuqjair. 

Ainsi  7/(1 ,  —  3)  =  1 ,  7,'(3,  —  7)  =  1 . 
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Les  sommes  'S^r'^,'Sl''  (ry,  impair)  étendues  à  tous  les  nombres 
/■,  ^  (moclN)  pour  lesquels  f:^j  = -H  I,  fv)  =  —  i  seront  donc  tou- 
jours divisibles  par  -  si  |  N  |  est  un  discriminant. 

Si  N  =  iN'  (\'  impair),  elles  seront  divisibles  par  X'  pourvu  que  / 
ou  l  parcoure  des  valeurs  impaires  donnant  toutes  un  même  reste 
(modS). 

20.  N  étant  un  entier  quelconque,  j'entendrai  par  'Ç  (ou  '(',  (^",  . . .) 
une  unité  positive  ou  négative  choisie  de  la  manière  suivante  : 

Si  N  ^  2  (mod4).  CN  désignera  un  discriminant,  en  sorte  que,  si  N 
est  alors  pair,  (^  pourra  être  pris  indifféremment  égal  à  ±  i  ; 

Si  X^2  (mod4)  =  2N',  ^N'  sera  sei  (mod4). 

Si  N  =^  PQ,  on  pourra  toujours,  au  moins  d'une  manière  et  au  plus 
de  quatre,  trouver  trois  unités  'C,  '(',  'Ç"  telles  que  CN  ^  C'PX'Q. 

J'entendrai  encore  par  ae(£  =  ±  t)  un  nombre  positif  tel  que  (  —  )  =  £ 

et  qui,  lorsque  N^2  (mod/j),  sera  supposé  ^p  (modS),  p  étant  im- 
pair et  le  même  pour  tous  les  a^,  d'ailleurs  arbitraire.  Pour  chaque 
valeur  de  t  a^  aura  ^9(N)  valeurs  incongrues,  selon  le  module  N  si  \ 
n'est  pas  impairement  pair,  selon  le  module  4^^^  si  N  est  impairement 
pair. 

A  l'aide  des  résultats  précédents  il  est  facile  d'étendre  au  cas  d'un 
entier  quelconque  iN  que  je  supposerai  d'abord  n'être  ni  un  carré  im- 
pair ni  le  double  d'un  tel  carré  la  décomposition  connue  de  l'équa- 
tion 6j,(a;)  =  o  aux  racines  primitives  de  x^ ^  i  par  l'adjonction 
de  v^N  (en  prenant  "^  =  —  i  si  N  est  un  carré  pair,  de  manière  que  'C.\ 
ne  soit  pas  un  carré). 

Posons 

Ay^_.(x)  =  A^(x)  =  Y\\-^  —  p  ^  )  =  alx"-h  a'^x"-' ^-.. ., 

On  aura 

Ux)  =  A,(x)A..,{x), 


2 


e"'    ^    =^[nA-,rX)  +  4(^,rN)]. 
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Les  formules  de  Xewton 

V  =  A  — 1 

«'^^  I  ,  A"  =  I,  2,  .  .  .,  «, 

fournissent  par  récurrence  les  a*  sous  la  forme  a^^y/^-h  t:-/!\X^, 
les  j>'a5  -a  étant  rationnels.  D'ailleurs,  les  a*  étant  des  entiers  algé- 
briques comme  les  racines  dont  ils  sont  des  combinaisons  entières  à 
coefficients  entiers,  il  en  sera  de  même  de  2y^,  2s^v''^î^5  donc  aussi 
de  27a,  2--;,. 

Les  coefficients  a*,  «"~*  sont  liés  Tun  à  l'autre  par  l'identité 

Or,  on  a 

/3(^^N)=i(.'4-5:)m(modN),         ^:(,,^N)  =  ^, 

t!N     .      - 
^,  y',  co,  Tj  ayant  relativement  à  (N,  ou  à  ^-  si  M  est  impairemeni 

pair,  le  même  sens  que  plus  haut  relativement  à  D. 

(x>  ne  peut  jamais  être  >  3. 

Si  co  =  I  et  yj  ^  G  ou  I,  peu  importe  le  signe  du  coefficient  de  r.i 
dans  l'exponentielle. 

Si  co  =  2,  c'est  ({ue  N  ^  —  2-!^.  Alors  -rj  =  i  et 

7,(i,'CN)==^         (modaN) 
sauf  si  N  =:  'i-  Donc  que  ^  soit  >  '(  ou  =  /j,  on  a 

Si  co  =  3,   c'est  que  IN  =  3Q-,  les  facteurs  premiers  de   Q   élaiil 


Sun    CERTAINES     SOMMES    ARITHMÉTIQUES.  !  O9 

tous  SES  2  (mod  3).  Alors  g'^^  o  (mod  i)  el 

j^-/.e(i/CN)^=f'         (rnodS). 

Or  y'  =  y  +  xw  =  y  (mod  3).  Donc  y'=Q9(Q)hsQ  (mod  3). 
D'ailleurs  y'  est  ici  pair  et  Q  impair.  Donc  y's^Q  +  3  (mod  6)  et 

^==_Q(mod3).  Donc-J^y_e(i,(:N)  =  £Q(mod3)  et 

Ainsi 

2A_,3,,(j:)  =  2X-''+  (—  I  —  zsj—  3)x''' 

+  (-  I  +  3  v'^^)"^""'  +  2.r''  -  I  -  £  V^^ 

^25  g  3 


En  se  servant  des  mêmes  principes  on  peut  obtenir  d'autres  décom- 
positions. Ainsi  quand  N  est  divisible  par  4  et  non  carré,  ±  N  est  un 
discriminant  non  carré  et  l'on  peut  changer  à  volonté  la  détermination 
de  'Ç.  Mais  les  a^  changent  en  même  temps,  car  parmi  les  nombres 
premiers  à  N  il  y  en  a  toujours  qui  sont  ehs  —  i  (mod  4).  l'un  des  deux 
nombres  a^,  N  —  a^  par  exemple.  Et  de  fait  le  radical  adjoint  change 
avec  '(. 

Soit  N  =  2N',  N  étant  impair.  Quand  .s parcourt  les  cp(N)  nombres 

<  N  el  premiers  à  X,  ^  "^  '     =  s  parcourt  les  o(N  )  nombres  <  N'  et 
premiers  à  N',  en  sorte  que 

0,(a;)  =  n  (-^  +  ''^^  =-"  ^-  i)""^v(-  ^)' 

et,  en  exceptant  le  cas  où  i\  =  2, 

0,(,r)  =  0,.(-  X)  =  A.,,,(-  x)A.,,_,(-  .X-). 
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Ici.  en  posant  £  (  J|^  )  ^  £',  on  a  Ar;^,^(—  :c)  =  A-^-  ,.(.r);  et  le  même 

radical   a   bien   en  effet   été   adjoint  dans   les   deux   décompositions 
puisque 


Soit  enfin  N  =  PQ,  P  >  o  contenant  tous  les  facteurs  premiers  dif- 
férents de  Q  et  (IN  =  Ç'P.'Ç'Q.  On  aura  (n"  4) 

Cette  décomposition  correspond  à  l'adjonction  de  vC^'-  latpi^^He 
n'équivaut  à  celle  de  y  CN  que  si  CQ  est  un  carré. 

Appelons  b^  les  nombres  jouant  relativement  à  TP  le  rôle  des  a,  re- 
lativement à  ÇN.  On  aura 

I,,  /.,.v 

v  =  1, 2,  ....g. 

Le  plus  grand  commun  diviseur  de  A-p;(.r*-'  )  et  de  Aç^..  (f  )  (  î'  =  ±  i) 

/  ■2r.io\ 

sera  FT  \x  —  e  "*  j,  y  parcourant  ceux  des  nombres  h,  -+-  Pv  qui  ap- 
partiennent aux  a.. 

Supposons  que  C'P  soit  un  discriminant  (  contenant  toujours  tous  les 
facteurs  premiers  différents  de  Q).  Soit  P  "  le  plus  grand  diviseur  non 
impairement  pair  commun  à  Q  ^  Q  "' =  Q<')p '>  et  à  P  =  P"',  et  plus 
généralement  P'''  le  plus  grand  diviseur  non  impairement  pair  com- 
mun à  Q!'-"  =  QOpw  et  à  P  (i ■=  1 ,  2,  . . .  ). 

Le  dernier  Q'-*'  des  Q'''  sera  égal  à  i  ou  à  2.  Soient  u.,  a,  ^"  les  expo- 
sants des  plus  hautes  puissances  de  2  qui  divisent  respectivement  \, 
P,  Q<''  et  (i.  =  /7?a  -)-  7-,  /-<■  y..  On  aura 

pi"  =  (^m  —  i  —  \)7.  -h  r, 
et,  si  /'^  2,  Q'-''  =  I ,  si  /•  =  1 ,  Q'''  =  2. 
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Dans  tous  les  cas,  puisque 
on  pourra  écrire 


et  le  symbole  ( p^  j  ne  dépendra  de  v  que  si  (  ,   ^    ^^  \  en  dépend, 

c'est-à-dire  que  si  l'on  a  à  la  fois  Q'^'=  2  et  Pss4  (mod  8),  et  alors 

même  la  valeur  de  (  „    )  reste  la  même  pour  tous  les  v  d'une  même 

parité.  Mais  cette  circonstance  ne  peut  se  présenter  si  Cï*  contient  le 
discriminant  fondamental  de  "(N.  Supposons  que  ÇP  contienne  ce  dis- 
criminant fondamental,  autrement  dit  que  P  contienne  non  seulement 
tous  les  facteurs  premiers  différents  de  N,  mais  le  facteur  2  en  parti- 
culier à  une  puissance  de  la  même  parité  que  N.  Si  alors  h'  parcourt 

ceux  des  nombres  h^  tels  que  (  77  )  =  ^"1  'es  nombres 


_  ù' 

b'+Vv  (V  =  I,2,  ...,Q) 

seront  tous  des  0  et  le  plus  grand  commun  diviseur  des  deux  i)oly- 
nomes  considérés  sera  TT  \x^  —  e  *"    )  . 

h- 

D'ailleurs  a(A-,  "(N)  et  '|(/i,  uN)  étant  nuls  quand  A'  5^  o  (mod  ()) 
(en  supposant  toujours  que  P  contient  non  seulement  tous  les  fadeurs 
premiers  différents  de  J^N,  mais  aussi  le  discriminant  fondamental),  les 
formules  de  Newton  montrent  que  les  a*  où  A  yâ  o  (mod  (^  )  sont  tous 
nuls. 

Ainsi  soit  "(N  =  —  73,  "C'P  =  —  i5,  "C'Q  =  0.  On  a 

A_,5,e(.x-')  =  :i-="H :^ a;'''-2J7'"-l f a;'+i. 
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et  l'on  a  déjà  trouvé 

A_75,ç(a:)  =  '^    ~^  ,^„  • 
x»  —  e      ^ 

Le  plus  grand  commun  diviseur  de  A_,5,|(x')  et  de  A_-5,,(x)  par 
exemple  est  visiblement 


\x'  —  e  '"  j  \x^  —  e  '°  ) . 


Dans  le  cas  où  N  est  un  carré  impair  ou  le  double  dun  carré  impair, 
on  devra  recourir  à  l'une  des  deux  dernières  décompositions. 

21.  Kronecker  a  exprimé,  pour  le  cas  dun  discriminant  fonda- 
mental négatif,  les  valeurs  moyennes  de  certaines  séries  de  Rosenhaim 
dans  chaque  genre,  par  des  sommes  analogues  aux  sommes  l  où  les 
exponentielles  sont  remplacées  par  des  séries  simples  de  Jacobi.  ^  oici 
comment  on  peut  étendre  son  analyse  au  cas  d'un  discriminant  quel- 
conque. 

Considérons  dabord  la  quantité 

X[D,D,,F(x)]  =  X  =  2(^)(n?)F(/'^-)' 
D,D,  =  D  =  DoQ-,         A,A  =  1,  2,  ...,a:. 

Si  A.  A'  sont  les  discriminants  fondamentaux  de  D,  =  AI"-,  D^  =  A T'-, 
r  et  F'  divisent  nécessairement  Q,  sans  quoi  on  pourrait  enlever  au 
discriminant  fondamental  D,D,Q~-=  D^  un  facteur  carré.  On  peut 
donc  écrire 


x=i:G)©(S)f(«)- 


Or,  les  formules  du  n°  4  donnent  pour  d  =  ?s  =  Q*,  si  a  devient 
infini, 

■         Q- 


2fc 


F(«,,  ...,n„)  =  ^i?^y^F(n,o,  ...,n,,o). 
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V.n  appliquanl  celle  transformation  à  chacune  des  soninialions 
simples  dans  X  et  en  remplaçant  (r)'  (7)  par  des  sommes  •-};,  on 
obtient 

"=21,^.^(1.)  1  (^)(i;)F(H-*/>.-^'---^. 

ri        rf-     *        '  s,s\U,k 

.V  =  I,  2,  . . .,  I A  I,  .s'  =  I,  2,  . . .,  I  A'|. 

En  chani;cant  alors  s  en  |  A  |  —  s  et  s'  en  |  A'  |  -  s' ,  ce  qui  ne  change 
pas  X,  et  en  ajoutant,  il  viendra 

0)  siD>„,  x=  ii^^g)(^)2(7)(?)i--(«<'<ocos=<^v^;), 

d        ,f     ^        *  s.sji.k 

ri         ,!■      ^  '  s.s'.h.k 

Or  on  a  (je  prends  les  notations  de  M.  Jordan), 

h.k 

q  =  e'-'-'-,  I  y  j<  I . 

Donc,  si  F(j;)—  q--'  et  D  <]  o,  la  double  sommation  taisant  dispa- 
raître les  cotangentes. 


Soit  Do  =^  A'  =  I,  donc  A  =  D„.  Dans  (i)  et  (2)  la  sommation  rela- 
tive à  s'  disparaîtra  et,  comme  (3)  donne,  pour  p  =  o, 

-j—^  =  -  cot-  «  +  4  ~  7  (/      sm  2/1- u, 

ii.i.- 
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srf^rf'       /'DoN   x^  /D„ 


,1  ri'  ^  "  .5=1 


0'(  .../'^ 


0(  _,.,.«' 


Si  Q  csL  >  I ,  ^  z,f  =  o  cl  la  cotant;entc  disparaît.  Mais,  pour  écrire 

une  formule  générale  plus  simple,  observons  que,  d'après  la  n^lalion 
Y(a)Y(^  —  a)=  -^^^—,  on  a 

-^  3111(7  7: 


f=-D 

1    ^    /D^ 


•r(D)v/-D  ^  7^,^'''  V-IJ/        2D    ;— '^  V'--  '  t) 

(D<o). 
Il  viendra  alors 

x(i.,K,-o=^s"(Q'-.)^-'-T?ii=-.'©'ï'»'"K''fe-''''' 

(]ela  posé,  les  formules  du  n"  15  donnent,  pour  1)  >  o  ou  D  <^  o, 

II,,  g' 
KÏÏÏJ}-)  ^  (x)  f  ^'"«'  +  '"""  +  "'') 

=i-K4feS  'S  (^)2:(S)F[''-'<«"'--'v'""'+'v''»Mi 

,/  „,l,„ri.<-„'l-  in.n 

ri  h.  k 


On  saura  donc  exprimer  par  des  séries  de  .lacoiii  la  vaieui-  inoyenui 
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(le  y  ^2  '""'+'"""-'■"''  dans  chaque   genre,  lorsque  le  discriminant  est 

négatif. 

Les  résultats  seraient  analogues  si  Ton  'prenait,  avec  Kronecker,  la 

fonction  F(a;)  =  [i  —  (—  i/]^'  et  le  développement 

0-(o)e(«-^O^        y^   ■       .^^_^.^^.^ 

|J..  V 

a,  V  ^  I,  3,  5,  . . .,  H-  oc. 

l*our  le  caractère  principal,  c'est  la  fonction  su  qui  intervient  alors 
au  lieu  de  -• 


NOTE. 


Des  équations  de  M.  de  la  Vallée  Poussin  relativemeni  aux  nombres  premiers 
{Annales  de  la  Société  scienlijique  de  Bruxelles,  t.  XX,  2''  Partie,  p.  862; 
1896)  on  peut  déduire  la  suivante 


. ^  y  i"s/^ - '  <  V  i°-^<,, 
p-i  p 

où  D  est  un  discriminant  et  où /)=  désigne  un  nombre  premier  tel  que  (  — j 


p  un  nombre  premier  quelconque,  ot  tendant  vers  zéro  avec  — • 

Or  on  a  vu  que,  si  D  est  négatif,  jprrT    s'exprime   par    un   nombre   fini    de 

fondions  connues.  On  a  donc  là  une  extension  de  la  relation  remarquable  qu'il 
a  découverte  et  qui  se  retrouve  en  ajoutant  les  deux  équations  contenues  dans  la 
précédente. 


APERÇU     SUR    LA    THEORIE    DE    LA    BICYCLETTE. 


Aperça  sur  ht   théorie  de  la   hicyclctte , 
Par  31.  J.  BOLSSIXESQ. 


§  I.  —  Principales  données  approchées  du  problème  mécanique 
de  la  bicyclette. 

1.  Dans  la  bicyclette,  le  point  le  plus  bas  K  de  la  roue  motrice  (ou 
roue  de  derrière)  a  pour  lieu  de  ses  positions  successives  sur  le  sol,  que 
nous  supposerons  horizontal  ('),  une  courbe  SKT,  tangente  au  plan 
médian  KGA  de  cette  roue.  Cette  courbe,  en  y  joignant  la  vitesse  V 
avec  laquelle  elle  est  décrite,  définit  ce  qu'on  peut  appeler  le  mouve- 
ment de  progression  de  la  bicyclette  sur  le  sol. 

Le  point  le  plus  bas  A  de  la  roue  directrice  (ou  roue  de  devant)  est 
d'ailleurs,  à  des  écarts  près  négligeables,  contenu  dans  le  même  plan 
et  situé  à  une  distance  sensiblement  invariable  KA  =  a  du  bas  K  de 
la  roue  motrice.  De  plus,  le  poids  ing  de  tout  le  système,  constitué  en 
majeure  partie  par  le  cavalier,  peut  être  censé  se  trouver  encore  dans 
le  même  plan  médian,  en  G,  un  peu  au-dessus  du  milieu  de  la  selle,  à 
une  distance  sensiblement  constante  GB  =  h  de  la  base  KA  delà  bicy- 
clette, et  à  une  petite  distance  horizontale,  également  donnée,  KB  ^=  b^ 
en  avant  du  point  inférieur  K  de  la  roue  motrice.  Quant  à  la  niasse  m 
du  système,  elle  se  trouve  distribuée,  tout  autour  de  ce  centre  de  gra- 

(')    Foi>  la  figure  à  la  page  suivanle. 
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vilé  G,  à  peu  près  symétriquement  de  part  et  d'autre  du  plau  K(jA, 
dont  ses  éléments  f/w,  en  M  par  exemple,  sont  distants  de  quantités 
MP  = /,  autant  positives  (^^d'un  côté)  que  négatives  (de  l'autre),  les 


])ieds  P  de  ces  perpendiculaires  /sur  KGA  étant  aussi  à  des  distances 
PH  =  j,  autant  positives  que  négatives,  de  l'horizontale  (îli  du  plan 
et,  suivant  celle-ci,  à  des  distances  GlI  ^^  /',  encore  positives  autant 
(]ue  négatives,  en  avant  de  G.  Celte  masse  m,  réductible  sensiblement 
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au  corps  du  cavalier,  au  cadre  de  la  machine  et  au  moyeu  des  roues, 
sera  de  forme  à  peu  près  invariable  ;  en  sorte  que  les  ti'ois  coordon- 
nées i,  /',  /,  définissant  la  situation  de  ses  éléments  dm  par  rapport  au 
trianj^le  IvGA,  pourront  être  regardées  comme  indépendantes  du 
temps  /. 

Cette  supposition  n'est  évidemment  qu'approximative,  surtout  en 
ce  cjui  concerne  les  jambes  du  cavalier,  dont  le  mouvement  par  rapport 
au  cadre  produit  celui  des  pédales,  et  l'accompagne  avec  une  vitesse 
très  comparable  à  la  vitesse  de  rotation  des  roues  même  à  leur  circon- 
férence (environ  le  |  ou  le  |  de  celle-ci  pour  les  pieds,  dans  une  ma- 
chine ordinaire).  Comme  on  aurait,  sans  doute,  beaucoup  de  peine  à 
tenir  compte  de  ces  mouvements  propres  des  jambes  du  cavalier,  et 
qu'il  faut,  dès  lors,  se  borner  à  une  approximation  restreinte,  il  serait 
peu  utile,  sinon  illusoire,  quand  on  les  néglige,  de  mettre  en  ligne  de 
compte  les  inerties  rotatives,  plus  faciles  à  évaluer,  des  deu\  roues, 
inerties  tout  au  plus  aussi  influentes  que  celles  des  jambes;  car  la 
masse  de  celles-ci  excède  la  masse  de  la  jante  et  du  pneu  des  roues 
dans  un  rapport  paraissant  devoir  être  pour  le  moins  aussi  grand  cjue 
le  sont  les  accélérations  propres  de  ces  derniers  organes  comparative- 
ment à  celles  des  pieds  et  même  des  jambes. 

Si  l'on  calculait,  clans  l'équation  des  moments  (que  nous  aurons  à 
employer),  les  petits  termes  correspondant  à  ces  diverses  inerties,  il 
faudrait  aussi,  sans  doute  :  i°  tenir  compte  des  défauts  de  symétrie 
qu'offrent,  de  part  et  d'autre  du  plan  médian  du  cadre,  le  bas  du 
corps  du  cavalier  et  les  deux  pédales,  toujours  à  180°  l'une  de  l'autre; 
les  organes  de  transmission  placés  sur  un  seul  côté  (pignons  et  chaîne)  ; 
enfin,  même  le  guidon  et  la  roue  directrice,  quand  celle-ci  est  inclinée 
sur  le  plan  médian;  2"  ne  plus  regarder  comme  constante,  ni  en  lon- 
gueur, ni  en  direction  par  rapport  au  j^lan  médian  du  cadre,  la  droite 
KA  de  jonction  des  points  les  plus  bas  des  deux  roues. 

Un  degré  d'approximation  supérieur  à  celui  que  pourra  donner  le 
présent  aperçu  exigerait  donc,  dans  les  formules,  une  complication 
beaucoup  plus  grande;  et  il  y  a  lieu  de  s'en  tenir  à  cet  aperçu,  au 
moins  dans  une  première  étude. 

Enfin,  et  pour  achever  de  définir  les  éléments  de  la  (piestion, 
l'angle  0  de  BG  avec  une  verticale,  comme  G'Z,  compté  positivemeul 
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OU  négativement  suivant  que  la  projection  BG'  de  BG  sur  le  sol  est,  ou 
non,  dirigée  vers  la  concavité  de  la  courbe  ST,  mesure  Vinclinaison 
prise  par  la  bicyclette,  inclinaison  qu'il  faut,  pour  la  stabilité,  main- 
tenir sans  cesse  entre  d'assez  étroites  limites  de  part  et  d'autre  de  zéro. 

2.  Nous  choisirons,  d'une  part,  sur  le  sol,  un  axe  Ox  presque  pa- 
rallèle à  l'arc  croissant  SK  =  s,  décrit  aux  environs  de  l'époque  /,  et 
un  axe  normal  Oy  dirigé,  de  même,  presque  suivant  les  sens  des 
rayons  de  courbure  correspondants  de  ST,  comme  KG  =  R,  d'autre 
part,  un  axe  O;  vertical,  s'élevant  au-dessus  du  sol.  Les  coordonnées 
X,  y  du  point  K  seront  fonctions  du  temps  t  par  l'intermédiaire  de 
l'arc  s,  relativement  auquel  leurs  dérivées  successives  s'écriront  x' 
et  y' .  x"  et  y'\  x'"  et  y'",  ....  Quant  à  la  dérivée  première  de  s  en  /,  ce 
sera  la  vitesse  même  V  du  mouvement  progressif  de  la  bicyclette;  de 
sorte  que  a?,  y,  x\y',  etc.  se  difTérenlieront  en  /  par  la  formule  sym- 
bolique 

^^^  dt  ds 

Dans  le  plan  des  xy,  les  cosinus  directeurs  de  la  tangente  KBA  se- 
ront x\  y,  le  premier,  peu  différent  de  i,  le  second,  très  petit;  et  ceux 
des  perpendiculaires  BG',  H,H'P'M'  suivant  lesquelles  se  projettent 
sur  le  sol  les  lignes  BG,  H,  HPM,  cosinus  dont  le  second  est  presque  i 
(quand  ces  projections  sont  positives),  égaleront,  par  suite,  —y',  x'. 
Dès  lors,  les  coordonnées  du  point  H,,  situé  sur  KA  à  la  distance  b  -+-  i 
de  K,  seront 

x-h(h  +  i) x',    y -h  (h -h  i)y' ; 

et,  vu  les  valeurs  (/<  -t-j)  sinO,  ZcosO  des  projections  H,P'  et  P'M'  de 
H,  H  -hj  et  de  /,  les  coordonnées  du  point  M',  projection  de  ISI  sur  le 
sol,  excéderont  les  précédentes,  respectivement,  de 

—  y'\{/i  -l-y)sinO  -4-  /cosO],         x'[{/i  -f-y)sinO  +  /cosOj. 

On  aura  donc  pour  les  trois  coordonnées  variables,  que  j 'appel leriii 
?,  •/;,  Z,,  du  point  M,  évidemment  situé  à  la  hauteur 

(h  -f-  /  )cosO  —  /sinO 
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au-dessus  du  sol,  les  valeurs 

/  \  =  .r  -h(/>  -+-  /)./■'  -y[(/i  -\-j)sm()  -+-  /cosO], 
(2)  I  r,  =  >-  +  (h  4-  i)y'-h  :c'[(/i  -i-y  )sinO  -f-  /cosO], 

(  ■(  =  (//  -H  j)  cos  0  —  /  sin  0 . 


ij  II.  —  Relation  qui  existe,  dans  la  bicyclette  roulant  sur  un  sol  hori- 
zontal, entre  le  mouvement  de  progression  et  le  mouvement  d'incli- 
naison. 

5.  Cela  posé,  afin  d'éliminer  les  réactions  extérieures,  exercées  sur- 
tout aux  deux  points  principaux  K  et  A  de  contact  de  la  bicyclelle 
avec  le  sol  à  l'époque  /,  appliquons,  à  cet  instant,  le  principe  des  mo- 
ments à  tout  le  système,  par  rapport  à  la  droite  IvA  du  sol;  et  ima- 
ginons l'axe  des  x  choisi  exactement  parallèle  à  cette  tangente  parti- 
culière KA  de  la  courbe  ST.  Les  deux  composantes  non  parallèles 

à  KA, i-^drn, —dm,  de  l'inertie  de  l'élément  de  masse,  dm, 

'         al-  al-  '  ' 

situé  en  M,  auront  comme  bras  de  levier  (tendant  à  accroître  l'angle  0  ). 
M'M,  —  H,  M',  ou  'C,  —  (y]  — y);  et  le  poids  mg,  concentré  en  (î, 
aura,  de  même,  le  bras  de  levier  BG',  ou  /tsinO.  La  somme  des  mo- 
ments étant  nulle,  il  vient  donc,  après  division  par  m/i. 


^    '  '^    "      ^  J  \(/t-      h  di-  h) 


dm 


Il  reste  à  différenticr  deux  fois  en  /  les  valeurs  (2)  de  'Ç,  r,,  et  à  faire 
.j:=i,y'  =  o  dans  les  résultats,  pour  substituer  ceux-ci  dans  (3), 
ainsi  cjue  les  valeurs  (2)  de  y]  et  "s  simplifiées  de  même.  On  trouve 
d'abord,  sans  difficulté. 


C.) 


s  =  ~  SK^'  +./>in^J  +  /t'OsO]-  ^;[(//  +y;cosO  -  /sinO], 


Passant  ensuite  à  la  diifércntiation  de  r,,  appliquous-v  à  .r,  y,  ou 

Journ.  de  Alath.  (ô'  série),  lome  V.  —   Fasc.   I,  1899.  '^ 
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à  leurs  dérivées  en -s,  la  règle  symbolique  (r).  Nous  aurons,  eounue 
dérivée  première, 

Vy  +(/>-+-  i)yy"  +  Vx'"  [(//  -i-y)  sin  0  +  /cosO  | 
-I-  x''j-\{h  -h/)cosO  —  /sin  0|. 

et,  comme  dérivée  seconde, 

^^."H_  V^x'-'V^A  +y)  siuO  +  /cosO]  +  :>  V.//'  J^  \{h  -^  j)  cosO  —  /sinO] 
+  x'^,\{h  -i-y)cosO  -  /sinOJ  -  J."'^[(/'  +y)sinO  +  /cosfij. 

Celle-ci  se  simpliiie  beaucoup,  à  raison  des  l'oraiules  données  jiar 
deux  difîérenlialions  en  s  de  ridenlilé  ,/■'-  +  y"-  =  t,  qui  définit  la  va- 
riable 5,  et  par  une  diflerentiation  en  /  de  l'expression  connue  x"-  -h-y"- 

du  carré  -^,  de  la  courbure.  Ces  formules, 

./■'.A-   4-1-  r'=  o, 
x' x'"  +  /'/'"  -t-  ■<-'"'  -H  V""  =  O, 

Y(x-x-  -f-jj  )=R-77r' 
se  réduisent,  attendu  que  ,/;'=--  t  et  )■'=  o  en  K,  à 

.        „.'      ,,  ...    ."f, 

.X-    =0,  a;     =   -/  -,  \y  y    =-—■ 

doùil  résulte,  aiusi  que  de  l'expression  ci-dessus  du  cairé  de  la  cotu- 
bure,  vu  d'ailleurs  le  signe  évidemment  [)ositif  de  )"  (Car  j-  eroil  de  S 
à  T,  d'après  le  cboi\  fait  de  l'axe  des  jO, 

y  =i5'     ^y  =  JT- 
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Donc  la  valeur,  changée  de  signe,  de  la  dérivée  seconde  de  r,,  à  sub- 
slituor  dans  (3),  sera  simplement 


I  -'^{{  Il  -4-;)cos0  -  /sinO]  +--[(//  +./)sinO  +  /cosO]: 


et,  d'autre  part,  celle  di'  'j  qui  la  multiplie  dans  (3)  est,  d'après  (2), 
(0)  _  =  _ZcosO-/-sinO. 

Grâce  à  (4),  (j)  et  (6),  l'équation  (3)  devient  explicite  en  V,  R, 
0  ou  leurs  dérivées.  En  outre,  de  nombreux  termes  de  son  développe- 
ment disparaissent,  par  suite  de  ce  que,  les  cooixlonnées  relatives  i, 
j,  I  se  trouvant  comptées  à  partir  du  centre  de  gravité  G  du  système 

et  le  plan  KGA  des  ij  étant  un  plan  de  symétrie  de  la  masse   /  dm^ 

on  a  les  cinq  égalités 

/  (/,/',  /)  dm  =  o,  /  {i-ij)  l dm  =  o. 

Aussi  Féquation  (3)  des  moments,  où  nous  poserons,  pour  abréger, 
(7)  l'=l'  -ij  '7-+  ^->  ^'         ''  =  ^'^lj  'J-J^T' 

prend-elle  la  forme,  très  léduile, 


i^sinO-^[i-;i(i^/^'^ï)sinO]cos 


4.   Telle  est  la  relation  simple  annoncée  entre  le  mouvement  pro- 
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gressif  de  la  bicyclette,  défini  dans  son  état  actuel  par  V  quant  à  la 
vitesse,  par  R  quant  à  la  trajectoire,  et  son  mouvement  d'inclinaison, 
défini  par  l'angle  0  du  plan  médian  de  la  roue  motrice  avec  la  verti- 
cale. Cet  angle  devant  rester  1res  petit,  on  peut  le  substituer  à  son 
sinus  et  réduire  cosO  à  l'unité.  De  plus,  à  raison  tant  de  la  petitesse 

de  0  que  de  celle  du  rapport  tt,  le  second  terme  de  (8)  ne  sera  altéré 

que  dans  une  proportion  insignifiante,  si  Ion  y  réduit  aussi  à  l'unité 
le  facteur  complexe  entre  crochets.  Et  la  formule  (8)  sera  simple- 
ment, après  division  par  —  li'  et  transposition  de  deux  termes, 

'î'^  dt-  ^  F  ~jr  ^  f'       h'ii' 

On  remarquera  que,  d'après  (7),  la  constante  A',  plus  grande  cjue 
BG  ou  /i,  est  la  longueur  du  pendule  composé  constitué  par  le  sys- 
tème matériel  dans  sa  rotation  autour  de  sa  base  KA,  et  que  la  con- 
stante /;'  diffère  assez  peu  de  la  droite  KB,  ou  b,  exprimant  de  combien 
le  centre  G  de  gravité  du  système  se  trouve  en  avant  du  point  le  plus 

bas  K  de  la  roue  motrice.  En  efl'et,  l'intégrale  /  ij  — >  valeur  moyenne 

du  produit  iJ,  ne  peut  être  considérable,  le  système  ayant,  dans  cha- 
cun de  ses  plans  normaux  à  KA  ou  définis  par  une  valeur  de  i,  prescjue 
autant  de  points  au-dessous  du  centre  G,  ou  de  H,  et  où  j  est  négatif, 
(pie  de  points  au-dessus,  où  y  est  positif.  Toutefois,  dans  la  position, 
assez  fréquente,  où  le  cavalier  tient  la  tète  en  avant,  il  est  visible  que 
/  et  y  ont  même  signe,  positif  dans  le  haut  du  corps,  négatif  dans  le 
bas,  en  plus  d'endroits  qu'ils  n'ont  signe  contraire  :  donc  le  dernier 
terme  de  (7)  est  alors  positif.  (3r  le  terme  b  augmente,  lui  aussi,  dans 
cette  position  où  le  cavalier  se  porte  en  avant;  car  ses  pieds,  fixés 
aux  pédales  de  la  inaehinc,  ne  reculent  pas  pour  cela,  et  le  centre  de 
gravité  G  ne  peut  qu'avancer. 

Ainsi,  le  petit  coefficient  b'  tout  entier  doit  augmenter,  dans  un 
rapport  sensible,  quand  le  cavalier  se  penche  en  avant. 
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§  III.  —  Équilibre  du  cavalier. 

o.  Les  dérivées  premières,  en  /,  des  deux  variables  V,  R  caracté- 
ristiques du  mouvement  progressif,  dépendent  immédiatement  de  la 
volonté  du  cavalier  et  constituent,  entre  certaines  limites,  deux  fonc- 
tions arbitraires  du  temps,  laissées  à  sa  disposition  non  seulement 
pour  se  diriger  et  avancer,  mais  aussi  pour  éviter  toute  exagération 

dangereuse  de  ô.  En  effet,  l'accélération,  -3-,  du  mouvement  de  rota- 
tion de  la  roue  motrice  à  sa  circonférence,  est  en  rapport  direct  avec 
l'action  des  pieds  du  cavalier  sur  les  pédales;  et,  d'autre  part,  le 
changement  survenu,  d'un  instant  à  l'autre,  dans  le  rayon  R  de  cour- 
bure, traduit  d'une  manière  tout  aussi  directe  l'action  de  ses  mains, 
qui  règlent,  grâce  au  guidon,  le  petit  angle  a  fait,  su/- le  sol,  parle  plan 
de  la  roue  directrice,  avec  la  trace  KA  du  plan  de  la  roue  motrice.  Car 
il  faut  remarquer  que,  l'extrémité  A  de  la  tangente  KA  à  ST  se  mou- 
vant tangentiellement  à  la  trace  du  premier  de  ces  plans,  la  normale 
AC  à  sa  trajectoire  va  couper  sous  le  même  angle  a  la  normale  KC  à 
la  trajectoire  de  l'extrémité  K.  Or  l'on  reconnaît  que  l'intersection  C 
de  ces  deux  normales,  centre  instantané  de  rotation  de  KA,  se  con- 
fond avec  le  centre  de  la  courbure,  en  K,  de  ST. 
ElTectivement,  les  coordonnées  variables  de  A  sont 

et  leurs  dérivées  par  rapport  à  s,  entre  elles  comme  les  cosinus  direc- 
teurs de  la  trajectoire  du  point  A,  sont 

x'-T-ax'\       y'-\-ay". 

Les  deux  normales  KC,  AC  aux  trajectoires  ont,  dès  lors,  comme 
équations  respectives, 

j  (\- x)x'-Jr  (Y  —  y)y'=o, 

(  (X  —  .r  —  ax')  (x-'-+-  ax")  -!-  (V  —  y  —  ay')  (/'H-  ay" )  =  o. 
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X,  1  désignant  leurs  coordonnées  courantes  et,  en  particulier,  celles 
de  leur  point  commun  C.  On  peut  remplacer  la  seconde  de  ces  équa- 
tions par  le  résultat  de  sa  soustraction  d'avec  la  première,  et  alors  leur 
système  devient,  en  tenant  compte  des  identités  précédemment  uti- 
lisées entre  x',  y',  x"  et  y", 

(X  -  x)  x  +  (Y  ->-)/  =-  «<       (-^  -  -f  )  ■>''  +  O'  -  y)  y"  =  i , 

c'est-à-dire  les  deux  formules  cjui déterminent  le  centre  G(X,  Y)  de  la 
courbure,  en  K,  de  l'arc  ST,  intersection  des  deux  normales  à  ST 
menées  en  (a.-,  y)  et  en  {^x  -t-  x' ds^  y  -\- y' ds). 
Par  suite,  le  triangle  rectangle  CKA  donne 

IvA  =  rt  =  Rtanga, 
ou,  à  raison  de  la  petitesse  de  a, 

i>  n        '^ 

Il  =  lia,  1\  ^  -  . 

Alors  l'écpiation  (  ()),  où  il  est  préférable  de  faire  figurer,  au  lieu 
de  11,  l'angle  a  qui  exprime  d'une  manière  presrpie  immédiate  l'action 
des  mains  du  cavalier,  devient 

6.  Sur  roule  unie,  à  une  allure  réglée,  \  s'écarte  peu  d'une 
moyenne  V,„,  et  les  deux  petits  produits  Va,  V-a  ne  diflèrent  pas 
sensiblement  de  V,„a,  V^^^a.  L'équation  (lo),  résolue  par  rapport  à  la 
dérivée  seconde  de  0,  prend  donc,  en  y  en"a(.'ant  d'ailleurs  l'indice 
(désormais  inutile)  de  V,„,  la  forme  linéaire 

^      ^  dC-  <ih'  di         h'  \  au  I 


L'art  du  cavalier  consiste  à  régler  à  cliacpic  instanl,  giàcc  au   gui 
d^ 
di 


di 
don,  la  dérivée  -j  >  de  manière  à  maiuleuii'  très  petite  riiiclinaison  0. 
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(^elle-ci  ne  peut  grandir,  ou  plutôt  s'écarter  de  sa  valeur  normale 
— j5   donn(>e   par  (9)   sur  une  voie  d'un  rayon  R  de  courbure  assi- 

,  , , ,  .        j ,   .    ,  .,(/<)  , 

gne(   ),  que  si  sa  denvee  première -k>  rendue,  par  une  circonstance 

accidentelle  quelconque,  un  peu  sensible,  et  égale  à  une  petite  cjuan- 
tité  donnée  £  au  moment  où  débute  la  perturbation  cjui  en  résulte, 
conserve  une  valeur  appréciable  pendant  un  certain  temps.  La  circon- 
stance en  question  peut  être,  par  exemple,  la  rencontre  d'un  caillou 
sur  la  roule,  ou  un  coup  de  vent  soufflant  de  côté,  ou  un  inouvemciU 
spontané  du  bicycliste,  etc.  Le  cavalier  devra  donc  alors  faire  acqué- 
rir à  la  dérivée  seconde -r^  des  valeurs  de  signe  contraire  au  signe 
même  de  £  et  capables  de  réduire  assez  rapidement  jusquà  zéro  la 
dérivée  première -^- Il  le  pourra,  puisqu'il  dispose  immédiatement, 

dans  (1 1),  de  la  vitesse  angulaire  -j-r  que  j'appellerai  w,  du  guidon. 

On  voit  qu'il  devra  donner  à  cette  vitesse  angulaire  le  signe  de  t, 
c'est-à-dire  incline?'  le  guidon  vers  le  côté  où  il  se  sent  jeté,  et  aussi 
que  les  variations  naissantes  de  a  et  0  viendront,  les  premières,  con- 
courir à  son  action,  les  secondes,  la  contrarier.  L'effet  utile  des  pre- 
mières l'emportera  sur  l'elTet  nuisible  des  secondes,  si  la  vitesse  co  de 

rotation  du  guidon  excède  la  fraction  ^r  de  la  vitesse  initiale  i  d'in- 
clinaison, fraction  d'autant  plus  faible  que  l'allure  est  plus  rapide,  et 
déjà  petite  (pour  a  =  i'"  par  exemple)  quand  la  vitesse  ^  approche 
d'une  dizaine  de  mètres  par  seconde. 

En  en'et,  dans  le  second  membre  de  (11),  le  Ijinome  -  a  —  0,  nul  à 
riuslaul  initial  /  =  o  de  la  perturbation  où  0  ^  —  y.  el  où  la  dérivée 

'  i'rt 

décroissante  -r  vaut  î,  prendra  le  siçne  de  -r-  ou  de  î,  — a  v  variant, 
de  '^  °  at  '  ^a 


(' )  Le  rayon  R  de  courbure  de  la  trajectoire  eflective  ne  figurant  plus  expli- 
citement dans  les  équations  (lo)  ou  (11)  du  mouvement,  je  désignerai  désormais 
par  R  le  ra\oii  de  courbure  de  la  route  (ou  du  sentier)  que  veut  suivre  le  bicv- 
cliste. 
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par  hvpotliùse,  plus  vite  que  ne  fait  le  produit  it,  tandis  que  0,  au 
contraire,  varie  moins  que  tt.  Le  second  membre  aura  donc  son  der- 

mer  ternie,  en  a  et  'J,  de  même  signe  que  le  premier,  en  jj- 

7.   Supposons,  pour  simplifier,  t  assez  petit,  ou  co  assez  grand,  pour 

(|ue  -r-  s'annule  avant  que  0  ait  eu  le  temps  de  varier  d'une  manière 

notable.  Alors  le  dernier  terme  binôme  de  (ii),  d'abord  nul,  aura 
valu  sensiblement 

/('  sra  J     dt  ail'  J 

Et   l'équation  (ti),   multipliée  parc//,  puis  intégrée  durant   tout  le 

,      ,       .  r/6    ...     ,.      . 

petit  temps  t  nécessaire  pour  annuler  la  vitesse  j-  cl  inclinaison,  qui 

était  d'abord  s,  donnera,  en  changeant  les  signes, 

Désignons  par  'C  l'angle  total   /   (ndl  dont  le  guidon  aura  tourné. 

La  vitesse  angulaire  moyenne  du  guidon  aura  donc  été  ;>  et  l'on  ob- 
tiendra une  valeur  approchée  du  dernier  terme  de  (rs)  en  y  rem|jla- 
çant  w  par  cette  moyenne.  La  formule  (  12)  devient  alors  la  relation, 
entre  s,  "Ç  et  t, 

La  rotation  Z,  du  guidon  est  d'autant  moindre,  qu'elle  a  eu  un  temps  t 
plus  long  pour  s'effectuer  et  produire  son  effet  d'annulation  sur  la 

vitesse-;-  de  renversement.  La  valeur   corresi)()ndant  à   riiNiiothèse 
at  1.1 

,    ,,  .       .  .  .     oit'        , 

(^T  =  o  )  (1  une  action  instantanée  serait  jt-^.  t;  de  sorte  (|u  on  aura 

04)  ?<^-. 
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Voyons  maintenant  ce  qui  arrivera  une  fois  la  vitesse  -j-  de   ren- 


versement annihilée. 

Raisonnons  toujours  dans  Thypothèse  qu'elle  Fait  été  assez  vite  pour 
qu'on  puisse  négliger  la  variation  totale  subie  par  0  durant  le  petit 
temps  écoulé  t,  variation  dont  la  rapidité  a  décru  de  £  à  zéro,  et  qui 

est  comparable,  par  conséquent,  à  -•  Alors  le  cavalier,  s'il  veut  éviter 

d'avoir  bientôt  à  neutraliser  une  perturbation  de  sens  contraire,  pourra 
cesser  d'influer  sur  G,  et  annihiler  cependant,  à  son  tour,  le  petit  écart 
total  t  éprouvé  par  l'angle  a  des  traces  des  deux  roues  sur  le  sol,  afin 
de  retrouver  le  rayon  primitif  R  de  courbure  de  sa  trajectoire,  qui  lui 
est  imposé  par  la  configuration  du  chemin  à  suivre.  Il  devra,  pour  cela, 
faire  vérifier  désormais  par  a  l'équation  (ii)  débarrassée  de  son  pre- 
mier terme,  c'est-à-dire,  s'il  compte  les  temps  à  partir  du  moment 
où  G  a  eu  sa  dérivée  annulée,  adopter  pour  la  partie  variable  Aa,  de- 
venue 'C,  de  l'angle  a,  la  formule 

(i5)  Aa  =  le   ''' , 

qui  réduit  très  sensiblement  l'équation  (i  i)  à  -—  =  o. 

On  voit  qu'alors  cette  partie  variable  Aa  de  a  sera  devenue  une  frac- 
tion insensible  de  '(  et  que,  par  suite,  le  rayon  de  courbure,  ->  de  la 

trajectoire  retrouvera  sa  valeur  normale  R,  dès  que  le  parcours  Yt 
aura  atteint  trois  ou  quatre  longueurs  b'. 

8.  Le  changement  d'orientation  de  la  bicyclette  sur  la  route,  causé 
par  la  perturbation,  aura  été  insignifiant  pendant  que  s'effectuait  la 
première  rotation 'C  du  guidon  par  rapport  au  cadre,  puisque  l'instant-: 
de  sa  durée  est  supposé  négligeable.  Pendant  que  le  guidon  revient 
ensuite  à  sa  première  position  relative,  ce  changement  d'orientation  sur 
le  sol  (ou  par  rapport  à  l'axe  de  la  route)  égale  évidemment,  par  unité 

du  chemin  parcouru     j  ds  ou    j^df,  le  changement  même  —  de  la 

courbure;  et  il  est  en  tout,  très  sensiblement, 

(.6)  r^Yd(='^  rc-'^dt=^, 

Joiirn.  de  Math.  (5"  série),  tome  V.  —  Fasc.  I,  1899.  I^ 
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<luaiUitc  inférieure,  d'après  {i'\  ),  à  la  limite  1res  petite  y  i.  Elle  serait 

encore  moindre,  si  le  cavalier  se  penchait  en  avant  pendant  le  premier 
temps,  T,  de  la  manœuvre,  pour  y  rendre  b'  le  plus  grand  possible,  et, 
d'après  (i3),  réduire  "C;  puis,  s'il  se  redressait  et  se  portait,  au  con- 
traire, un  peu  en  arrière  durant  la  seconde  phase,  afin  de  diminuer 

alors  b'  et  aussi,  dans  (i6),  le  rapport  —  (  '  )• 

D'ailleurs,  les  déviations  absolues  qu'aura  éprouvées  en  même  temps 
la  bicyclette  sur  le  sol,  par  rapport  à  sa  trajectoire  directe  ou  non 
troublée,  sont  évidemment  insignifiantes. 

En  résumé,  les  petits  chocs  transversaux  tendant  au  renversement  de 
la  machine  pourront,  à  une  allure  V  suffisamment  rapide,  èlre  corrigés 
sans  dérangement  appréciable,  grâce  à  la  manœuvre  du  guidon,  qui 
finira  par  devenir  instinctive  chez  le  cavalier. 

9.  Des  perturbations  que  l'on  aurait  négligé  de  neutraliser  au  début, 

et  où  l'écart  6  —  ^;-jt  de  l'inclinaison  0  serait  devenu  sensible,  donne- 

raient  lieu  à  dos  formules  plus  compliquées,  parce  que  les  quatre 
termes  de  l'équation  (i  i)  y  interviendraient  à  la  fois  par  des  valeurs 
notablement  variables.  Je  ne  m'occuperai  pas  en  détail  de  ce  cas. 
J'observerai  seulement  que  0  pourra  y  devenir  telle  petite  fonction 
de  /  qu'on  voudra,  à  partir  des  valeurs  initiales,  supposées  données, 
tant  de  cette  fonction  que  de  sa  dérivée  première.  Car  il  suffira  (pie 
le  cavalier  choisisse  pour  a  l'intégrale  même,  formée  à  partir  de 
l'angle  a  existant  au  début,  de  l'équation  différentielle  du  |)remier 
ordre  en  a  que  devient  la  relation  (i  i),  ([uaud  on  y  substitue  à  0  la 

fonction  arbitraire  voulue  et  à  -y-,  sa  dérivée  seconde. 

La  condition,  à  laquelle  est  astreinte  l'inclinaison  0,  de  ne  pas  s'éloi- 
gner beaucoup  de  zéro,  n'implique  donc  nullement,  pour  l'angle  a  du 
guidon,  une  série  de  valeurs  étroitement  définie,  ou  ayant  (pi('l<]ue 
chose  de  singulier  et  de  peu  réalisable.  En  d'autres  termes,  une  ma- 

(')  Toutefois,  ces  changements  d'allilude  devraient  peut-être  se  fair'e  trop  vite 
pour  ne  pas  mettre  en  défaut  nos  formules,  dont  la  démonsti-alion  suppose  (|ue 
le  cavalier  se  comporte  comme  un  corps  rigide  fixé  au  cadre. 
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nœuvie  du  guidon  suffisante  pour  éviter  les  chutes,  sur  une  voie  dune 
certaine  largeur,  ne  suppose  pas,  chez  le  cavalier,  une  très  grande 
précision  des  mouvements  ou  une  habileté  exceptionnelle;  et  l'on 
s'explique  aisément  que  presque  tout  le  monde  puisse,  avec  quelque 
persévérance,  y  réussir  et  s'y  habituer,  comme  à  la  marche,  à  la 
course,  au  saut,  au  lancement  d'une  balle  vers  un  but,  etc.,  bref,  aux 
exercices  physiques  cpii  ne  sont  pas  du  domaine  spécial  de  l'acrobate. 

Les  valeurs  de  a  devront,  toutefois,  ne  pas  excéder  les  angles  pos- 
sibles que  comporte  la  bicyclette.  Et  la  trajectoire  devra  aussi  s'orien- 
ter vers  la  direction  où  l'on  veut  aller;  sans  quoi  le  cavalier  n'aurait 
(ju"à  s'arrêter,  pour  repartir  dans  le  sens  voulu. 

Il  évitera,  autant  que  possible,  cet  inconvénient,  si,  en  faisant 
acquérir  (après  passage  par  zéro),  un  signe  convenable  à  la  dérivée 

première -T'  il  amène  assez  vite  l'inclinaison  0  à  sa  valeui'  de  ré- 
1  cil 

i^inic  — TT)  et  si,  au  moment  d'y  réussir,  il  amortit  durant  un  court 
instant  t  la  vitesse  angulaire  -.   par  une  manœuvre  rapide  du  guidon. 

Alors,  il  est  vrai,  l'angle  a  des  traces  des  deux  roues  présentera  géné- 
ralement un   certain  écart  Aa  =  !^  d'avec  sa   valeur  normale  ou   de 

réiiime  -r-  Mais  le  cavalier  pourra  faire  évanouir  graduellement  cet 

écart  de  la  manière  qui  supprime  son  influence  sur  0,  c'est-à-dire  (pii 

annule,  dans  (i  i  ),  la  dérivée  seconde  ^-  Il  tâchera  donc  de  donner 

_  \l 
désormais  à  la  partie  variable  Aa  de  a  la  valeur  décroissante  'ir    '' , 

qui  l'annihile  au  bout  d'un  parcours  insignifiant,  comme  on  a   vu. 

Après  quoi,  0  et  x  auront  ainsi  repris  leurs  valeurs  normales. 

10.  J'ai  supposé  la  perturbation  de  ~t  causée  par  un  choc,  c'est- 
à-dire  par  une  action  (étrangère  ou  intérieure)  assez  forte  pour  créer 
presque  instantanément  des  vitesses.  Si  cette  action,  beaucoup  moins 
vive,  n'avait  engendré  que  des  accélérations  modérées,  et  si  d'ailleurs 
le  cavalier,  qui  en  est  averti  par  les  petites  déformations  et  les  réactions 
concomitantes  produites  dans  son  corps,  s'était  trouvé  attentif  à  les 
neutraliser,  l'action  du  guidon  aurait  pu,  évidemment,  être  l)eaucoup 


l32  J.     BOUSSINESQ. 

plus  douce  et  plus  brève,  de  manière  à  altérer  bien  moins  encore  la 
trajectoire. 

A  quoi  il  faut  ajouter  que  les  réactions  du  sol  ont  été  censées,  pour 
plus  de  simplicité,  appliquées  exclusivement  aux  points  les  plus  bas 
K  et  A  des  plans  médians  des  deux  roues.  Or  il  y  a,  en  réalité,  deux 
petites  régions  de  contact  des  roues  avec  le  sol,  régions  comprenant, 
plus  ou  moins  près  de  leurs  centres,  les  points  respectifs  K  et  A,  mais 
ne  s'y  réduisant  pas.  Et  Ton  sait  que  les  réactions  y  sont  plus  éner- 
giques du  côté  où  va  la  roue,  c'est-à-dire  du  côté  où  la  région  commune 
à  la  roue  et  au  sol  est  en  train  de  s'étendre,  que  du  côté  opposé  où  la 
roue  et  le  sol  s'éloignent.  Elles  prédominent  donc  en  avant  du  centre 
de  la  région  commune,  ainsi  que  sur  le  côté  (droit  ou  gauche)  vers 

lequel  est  dirigée  la  vitesse  d'inclinaison  —  du  plan  médian  de  la  roue. 

Ces  réactions  équivalent  par  suite,  pour  chaque  roue  :  i°  à  des  réac- 
tions fictives,  égales  et  de  mêmes  sens,  appliquées  au  point  K  ou  A  ; 
2"  au  couple  composé  de  forces  précisément  égales  et  contraires  à 
celles-là  et  des  réactions  effectives.  Ce  couple,  qui  constitue  la  rési- 
stance appelée  d'une  manière  assez  impropre  frottement  de  roule- 
ment^ agira  quelque  peu  sur  la  roue,  malgré  son  petit  bras  de  levier, 
et,  évidemment,  en  sens  contraire  de  la  vitesse  angulaire  d'inclinaison, 
surtout  quand  celte  vitesse  sera  dans  le  sens  même  de  l'inclinaison  0  et 
(|ue,  par  suite,  le  bras  de  levier  du  couple  aura  ses  moins  petites  valeurs 
(K  ou  A  étant,  relativement  au  centre  de  la  petite  région  de  contact,  à 
l'opposé  du  côté  où  se  produiront  les  plus  fortes  réactions).  Le  couple 

tendra  donc  à  annuler  la  dérivée  -r-;  ou  à  maintenir  la  bicyclette  dans 

cil  •' 

sa  position  d'équilibre  relatif. 

Au  reste,  comme  l'a  expliqué  judicieusement  M.  Bourlet  dans  son 
Nouveau  traité  des  bicycles  et  bicyclettes  (^équilibre  et  direction) 
(Paris,  Gauthier-Villars,  p.  gS  et  89),  des  dispositions,  concernant  la 
direction  et  la  place  de  l'axe  autour  duquel  tourne  le  plan  de  la  roue 
directrice,  sont  prises,  dans  les  machines  actuelles  :  1°  pour  que  celte 
roue  s'incline,  par  l'effet  tant  de  son  poids  que  de  la  pression  du  sol  sur 
elle,  du  côté  où  la  bicyclette  viendrait  à  pencher,  de  manière  à  remé- 
dier automatiquement,  en  marche  rectiligne,  à  cette  inclinaison  de  la 
machine;  et  aussi,  2"  pour  que,  une  fois  la  silualion  vcrlicale  du  cadre 
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rétablie,   le  frottement  du  sol  sur  la  roue  directrice,   en  tirant  vers 
Tarrière  le  bas  de  cette  roue,  la  ramène  dans  le  plan  du  cadre  ('). 


(  '  )     Remarques  coniplénientaires ;  essai  sur  l'explication  du  virage. 

Mon  but  n'était  pas,  comme  on  voit,  d'étudier  ce  frottement  des  roues,  ni 
de  déterminer  les  limites  de  rinclinaison  6  au  delà  desquelles  il  devient  insuffi- 
sant pour  empêcher  la  bicyclette  de  glisser  sur  le  sol.  Je  renverrai  le  lecteur', 
pour  cette  question,  ainsi  que  pour  le  travail  et  les  résistances  en  jeu  dans  le 
mouvement,  au  Traité  de  M.  Bourlet.  L'étude  des  actions  intérieures  et  des 
réactions  du  sol  ou  de  l'atmosphère  exigerait  évidemment  l'emploi  d'équations 
du  mouvement  autres  que  l'unique  relation  des  moments  dont  j'ai  fait  usage. 
Celle-ci  n'a  suffi,  dans  les  limites  de  l'approximation  obtenue,  que  grâce  aux 
deux  hypothèses  :  i°  d'un  sol  assez  rugueux  pour  s'opposer  au  glissement  des 
roues  tout  en  permettant  leur  roulement;  2°  d'un  cavalier  en  état  de  produire  à 
sa  volonté  les  deux  mouvements  des  pédales  et  du  guidon,  sans  changer  notable- 
ment ni  de  forme,  ni  de  position  par  rapport  au  cadre  de  la  bicyclette.  Les 
mouvements  étendus,  plus  ou  moins  vifs,  qu'il  peut  s'imprimer  pour  modifier  la 
configuration  et  les  inerties  actuelles  du  système,  échapperaient  donc  à  notre 
théorie,  ou  aux  formules  (9),  (10),  (ii),  qui  la  résument. 

Je  n'ai,  d'ailleurs,  fait  intervenir  pour  le  maintien  de  l'équilibre  que  la  ma- 
nœuvre du  guidon,  réduisant  l'action  des  pieds  du  cavalier  à  entretenir  la  vi- 
tesse V.  Il  faudrait  sans  doute  une  fonction  arbitraire  de  plus,  c'est-à-dire  aussi 
la  libre  disposition  de  variations  successives  à  imprimer  à  la  vitesse  V,  pour 
pouvoir  en  même  temps  modifier  à  volonté  l'orientation  de  la  trajectoire;  et 
encore  cela  ne  suffirait-il  pas  toujours,  comme  on  verra,  ci-après,  par  l'exemple 
de  l'entrée  dans  un  tournant,  où  le  bicycliste  devra  directement  faire  naître,  par 
de  passagères  mais  sensibles  déformations  de  son  corps,  l'inclinaison  positive  6 
alors  indispensable.  En  tout  cas,  un  cavalier  qui  serait  assez  habile  dans  le  jeu 
des  pédales,  combiné  avec  celui  du  frein,  pour  produire  des  changements  con- 
venables de  vitesse  d'un  point  à  l'autre  du  trajet,  tandis  que  ses  mains  donnent  à 

1  angle  a  du  guidon  les  valeurs  jr  produisant  une  suite  de  courbures  voulues  j-j 

tirerait  évidemment  un  grand  parti  de  cette  double  manœuvre. 

Supposé  animé,  par  exemple,  d'une  certaine  vitesse  ^  0  à  son  passage  pai'  un 
point  où  R  aurait  une  valeur  H,  et  où  s'annuleraient  à  la  fois  l'inclinaison  0  et 

la  vitesse  d'inclinaison  -7-,  il  pourrait  maintenir  vertical  le  plan  KGA  de  la  bicy- 
clette, et  suivre  cependant  une  trajectoire  assignée,  ou  dont  on  donnerait,  en 
fonction  de  l'arc  s  parcouru,  la  suite  des  courbures  t-  :  il  est  vrai  que  ce  serait 
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en  enravanl  très  vile  le  niouvemenl,  sauf  toutefois  dans  le  cas  important  d'une 
trajectoire  à  courbures  successives  évanouissantes,  comme  est  celle  qu'on  suit  à 
l'issue  des  tournants,  où  le  chemin  devient  rectiligne.  H  n'aurait,  en  eflfet,  qu'à 
régler  désormais  le  rapport  des  vitesses  V  auK  rayons  de  courbure  R  par  la 
formule 

(17)  j^e'-i^const.,  ou  R  =  r"  ^ 

qui  rend  égaux  les  second  et  quatrième  ternies  de  l'équation  (9).  Celle-ci  se 
trouve  donc  réduite  à  une  équation  linéaire  de  second  ordre  en  0;  et  son  inté- 
grale, vu  les  conditions  initiales  supposées,  est  bien  6  =  0. 

La  formule  (17)  pourrait  évidemment  régir  la  transition,  même  à  vitesse 
constante,  d'un  chemin  courbe  à  un  chemin  droit.  Il  suffirait  d'3-  prendre 

VmVo         et         R  =  R„e'''. 

Ouant  à  l'entrée  dans  un  tournant,  la  double  manœuvre  des  pédales  et  du  i,'ui- 
don  ne  paraît  pas  pouvoir  y  suffire  :  il  3  faut  de  plus  un  mouvement  spontané  et 
d'ensemble  du  bicycliste   sur  sa    machine.  Celui-ci  devra  s'y  porter  du  côté  de 

...  ,  .  .  ,    <^0         ,     „        • 

la  concavité  du   tournant,  pour  produire  les  valeurs  positives  de  -j-  et  de  6  qui 

motiveront  une  rotation  du  guidon  vers  le  même  côté  et  y  dévieront,  par  suite, 
la  trajectoire.  En  elFet,  si  le  cavalier  restait  sensiblement  immobile  sur  la  selle  et 

que,  par  suite,  iéfjiiation  (9)  s'applirjuât,  le  quotient  —,  d'abord  nul,  puis  po- 
sitif, rendrait  le  second  terme  de  (9)  positif  lui-même.  Mais  alors,  le  quatrième 
lecxie Tj-  devenant   négatif,  tandis   que   le    troisième,  en  0,  d'abord   nul   lui 

.      d-^ 
aussi,  serait  évidemment  nétrliçeable  à  côté  du  premier  ---  >  celui-ci  ne  pourrait 
'  "    "  '  cil-  ' 

nu'èlre  négatif.  Donc  les  valeuis  naissantes  de  -p  et  de  0  seraient  négatives;  et 
'  '  clt 

le   troisième  terme   de  (9)  viendrait   bientôt  joindre   son  inlluence   à  celles   du 

terme  qui  le  précède  et  de  celui  qui  le  suit,  pour  accentuer  encore  dans  le  même 

sens  négatif,  d'après  (9),  les  valeurs  du  premier  terme  -t-^-  C'est  dire  que  l'in- 
clinaison 0  s'exagérerait,  jusr|u'à  rendre  imminent  le  renversement  de  l;i  bicy- 
clette. Ainsi,  un  mouvement  d'ensemble  du  cavalier  est  indispensable. 

On  sait  d'ailleurs,  depuis  une  remartiue  faite  par  .M.  Guyou,  qu'un  tel  mou- 
vement pourra  amener,  même  à  vitesse  de  progression  V  nulle,  une  inclinaison  0 
voulue.  Car,  dans  un  système  déformable,  sans  vitesse  angulaire  initiale  autour 
d'un   axe  fixe  donné,  le  principe  des  aires  ne  s'oppose  pas,  comme  il  le  ferait 


APERÇU     SUK    L\     THEORIE    DE     LA    BICYCLETTE.  Ij:> 

pour  un  corps  rigide,  à  ce  que  des  actions  intérieures,  en  provoquant  des  défoi- 
inalions  purement  lemporaiies,  produisent  autour  de  l'axe  un  cliangement  effec- 
tif ou  persistant  de  l'orientation,  dans  l'espace,  du  système,  une  fois  revenu  à  sa 
première  configuration.  C'est  en  cela  même  que  consiste  Fimporlanle  remarque 
de  M.  Guj'ou.  Sans  doute,  ici,  le  retour  du  système  à  sa  configuration  première 
ne  saurait  être  complet,  vu  l'existence  de  produits,  brûlés  justement  par  le  tra- 
vail de  la  défoi-mation  dans  les  nerfs  et  les  muscles  du  bicycliste,  et  emportés 
ailleurs  aussitôt  après.  Mais  la  faible  masse  de  ces  produits,  malgré  le  rôle 
important  de  leur  énergie  dépensée,  les  rend  insignifiants  au  point  de  vue  des 
aires  décrites,  tout  comme  le  sont  déjà  les  échanges  gazeux  incessants  entre  l'or- 
ganisme entier  et  l'atmosphère  ambiante,  échanges  qui  altèrent  lentement  le 
svstème  dans  son  identité  de  substance. 

Il  suit  de  là  que,  pour  l'explication  des  virages,  ou  changements  de  direction 
venant  à  la  suite  d'un  trajet  rectiligne,  l'équation  (9)  ou  (10)  aurait  besoin  d'être 
complétée  par  un  cinquième  terme,  nécessairement  très  complexe,  formé  en 
ajoutant  aux  coordonnées  i,j,  l,  qui 'définissent  la  situation  des  éléments  dm  de 
la  masse  du  système  par  rapport  au  plan  médian  KGA,  des  parties  t',  /',  /', 
fonctions  du  temps  t,  et  dont  la  troisième,  /'  ne  serait  plus  pareille  de  pai-t  et 
d'autre  du  plan  KGA.  On  voit  que  ce  cinquième  terme  dépendrait,  comme  V  et 
R  ou  a,  d'une  sorte  de  fonction  arbitraire,  exprimant  les  mouvements  propres 
plus  ou  moins  étendus  du  cavalier  sur  la  bicyclette,  et  mise  à  sa  disposition 
comme  le  sont  déjà  les  deux  dérivées  premières  de  Y  et  de  a.  Mais  il  est  clair 
<|ue  cette  troisième  fonction  arbitraire  n'entrerait  pas  dans  l'équation  d'une  nia- 

d\     dt.  . 

nière  aussi  simple  que  le  font  les  deux  premières,  —r-,  -7-)  et  que  surtout  elle 

ne  représenterait  pas  une  manœuvre  aussi  facile  à  préciser  que  celles  des  pédales 

ou  du  suidon.  Pour  mieux  dire,  les  deux  fonctions  arbitraires  —r--,  -r-  expriment 
^  dl     dl 

les  deux  éléments  que  nous  avons  réussi  à  dégager,  dans  cette  troisième  fonction, 
qui  comprend  encore  tout  ce  qui  est  resté  indistinct  et  confus  dans  l'action  ou 
les  mouvements  propres  du  cavalier.  C'est  quand  celte  action  ou  ces  mouvements 
propres  se  réduisent  strictement  aux  manœuvres  des  pédales  et  du  guidon,  que 
notre  é(|ualion  (9)  ou  (10)  s'applique. 

Lu  résumé  du  présent  Mémoire  a  paru  dans  les  Complea  rendus  des  séances 
de  l'Académie  des  Sciences  (t.  CXXYII,  p.  843  et  895  ;  28  novembre  et  5  dé- 
cembre 1898). 
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Liii/ies   correspondantes  dans   la   déformalion   d'un   indien 
extension   des   tJiéorèjnes  sur   les   tourbillons  ; 

Pak  m.  p.  appell. 


I.  Imaginons  nn  milieu  matériel  continu  qui  snl)it  une  dét'ormallon 
finie  n'altérant  pas  sa  continuité.  Soient  a,  />,  c  les  coordonnées  rec- 
tangulaires d'une  molécule  avant  la  déformation,  x,  y,  z  ses  coordon- 
nées après  la  déformation.  Les  quantités  x,  y,  z  sont  évid(Mnment  des 
fonctions  de  a,  b,  c, 

■f=/(a,b,c),         y=-/,(a,b,c),  z  =f,(a,  b,  c); 

ces  fonctions  sont' uniformes  et  continues  dans  l'intérieur  de  la  masse 
primitive,  et,  inversement,  a,  b,  c  sont  des  fonctions  uniformes  et 
continues  de  x, y,  z  dans  le  milieu  déformé;  à  chaque  point  du  milieu 
primitif  correspond  ainsi  un  point  du  milieu  déformé,  et  inversement. 
Ce  mode  de  déformation  se  présente  dans  la  tliéorie  de  Télastieité  et 
dans  celle  du  mouvement  des  fluides,  (piand  nn  adojile  les  variahlo 
de  Lagrang'c. 

Nous  nous  [proposons  d  indiquer,  sur  les  familles  de  courbes  qui  se 
correspondent  dans  les  deux  milieux,  quelques  théorèmes  comprenant 
comme  cas  particuliers  les  théorèmes  classicjues  relatifs  aux  lignes  de 
tourbillons.  Ces  derniers  théorèmes  apparaissent  alors  comme  des 
applications  de  propositions  générales  relatives  aux  Iransformalions 
ponctuelles  de  l'espace. 

Jouin.  de  Malh.   (.')'  sci-ic).   loine  \'.   —   l'asc.  Il,    iS()().  1 1^ 
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2.  Soient  [x»  la  densité  du  premier  milieu  au  point  a,  b,  c; 
site  du  deuxième  au  point  correspondant,/;,  y,  :;;  on  sait  que 
minant  fonctionnel 


D 


u.  la  dén- 
ie déter- 


0:c 
da 

àr 
db 

de 

àr 

ây 

dy 

()a 

db 

de 

dz 

à: 

dz 

da 

àb 

de 

a  pour  valeur 


D  =  ^. 


Cette  relation,  appelée  cqualion  de  coutinuito,  exprime  que  la  masse 
d'une  portion  infiniment  petite  du  milieu  ne  change  pas  dans  la  défor- 
mation. 

5.   Considérons,   dans    le   milieu    primitif,   une   famille   de    lii^iies 
courbes  dont  les  équations  dépendent  de  deux  paramètres.  Soient 


(L„: 


fia 


db 
15 


les  équations  différentielles  de  cette  famille  de  courbes,  équations 
oblenues  par  Télimination  des  deux  paramètres;  dans  ces  équations 
A,  B,  C  sont  des  fonctions  déterminées  de  a,  b,  c,  que  nous  supposons 
uniformes.  Par  la  déformation,  ces  courbes  se  transforment  en  une 
famille  de  courbes  à  deux  paramètres  ayant  pour  écpialious  dilf('r(Mi- 
lielles 


(10 


z  ' 


X,  Y,  Z  étant  des  fonctions  de  .r,  y,  z.  Cliercbons  les  relations  cuire 
A,  13,  C  cl  X,  Y,  Z.  i^uand  le  point  (a,  i,  c)  subit  un  déphtcemcul 
da,  db,  de  sur  L„,  le  point  (^x,y,z)  subit,   sur  L,   un  déplacement 


dx 

=  -T-da  +  -rjdO  -- 
Oa               Ou 

dx   , 
—  de, 
Oc 

dy 

ày    1          ày    1]    , 

■  1*. 

dz 

^  'J^  da+^î,  db  ^ 
Oa               Ob 

Oc 
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•orrcspondanl 


(0 


Mais,  d"après  les  relations  (L„)  et  (  L),  on  a,  en  désignant  par  A^  et  X 
des  facteurs  de  proportionnalité 

da  =  Ao  A,  db  =  A„  B,  de  =  A»  C, 

dx  =  aX,  dy  =  A  Y,  dz  =  aZ. 

Les  relations  (i)  donnent  donc 

).  ,  -  ,  dx         r»  àx         r>  àx 

I    ^X^A-j-H-B-ry-i-C--, 

l  /..,  Oa  Ou  de 

y^>  \  )„  "^  Oa  Ob^       de 

Z   =A-T-  -l-B-Tr-hC-j-- 

'    /.(,  (/rt  Ob  de 

Dans  ces  relations,  le  rapport—  est  entièrement  arljitraire.  En  effet, 

on  ne  change  pas  les  lignes  (L„)  en  multipliant  A,  B,  C  par  un  même 
facteur  fonction  de  a,  b,  c,  ni  les  lignes  (L)  en  multipliant  X.  \.  Z 
par  un  autre  facteur. 

Nous  supposerons,  dans  ce  qui  suit,  que  Ton  ait  déterminé  le  rap- 
port de  ces  facteurs,  de  telle  façon  que  A  =  D,  D  étant  le  détermi- 
nant fonctionnel  du  n"  2. 

Les  relations  entre  A,  B,  C  et  X,  Y,  Z  s'écrivent  alors 

dx  =  a^-4-b4^  +  c^\ 

l  da  Ob  de 

DZ^aÇ  +Bg  +  Cf. 

da  db  de 
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Ces  formules  permettent  de  passer  crun  système  de  lignes  à  deux  para- 
mètres dans  le  milieu  primitif  aux  lignes  correspondantes,  dans  le 
milieu  déformé;  elles  sont  la  généralisation  des  formules  établies  par 
Caucliy  dans  le  Mémoire  intitulé  :  Théorie  de  la  propagation  des 
ondes  à  la  surface  d'un  Jluide  pesant  d'une  profondeur  indéfinie 
(équations  i6,  seconde  partie),  formules  qui  peuvent  servir  de  point 
de  départ  à  la  théorie  des  tourbillons  (  '  ). 

Résolvons  les  équations  (3)  par  rapport  à  A,  B,  C.  Pour  cela,  dési- 
gnons par 

d{bc) 

le  mineur 

ây  à s       dy  ôz 
Ob  de       Oc  00 

Or 
du  déterminant  D  par  rapport  à  rélément  -r-.  et  employons  une  nota- 
tion analogue  pour  les  autres  mineurs.  Nous  aurons 

[  d(bc)^       d{bc)^      d(bc)' 

^^-'  .  d{ca)  ■d{ca)  d{ca) 

'  —  \  ^SZ^l    ,    Y  ^^-^^^  j_  7  ^('^''^ 
'  ~"       d(ab)  '^       d(ab)  "^      d(ab)' 

i.   Entre  les  fonctions  A,  B,  C  et  X,  Y,  Z  a  lieu  la  relation  inva- 
riante 

^■^  ^,  \0a   ^  Ob  '^  Oc  )  ~  iJ.\0.v  "^  Oy  ^  Oz  )' 

En  effet,  dérivons  la  première  des  relations  (.{)  par  rapport  à  a,  la 
deuxième  par  rapport  à  b,  la  troisième  par  rapport  à  c,  et  ajoutons. 


(  '  )    Voyez,  à  ce  sujet,  un  article  Sur  les  équations  de  l'Hydrodyna/iiir/iw  et 
la  théorie  des  tourbillons,  que  nous  avons  publié  dans  ce  Journal  en  iSgO. 
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nous  aurons 

,  àX        (JB         âC  _  dX  d{yz)         dX  d{yz)         ÔX  djyz) 
l  da   "^  dh  "^  de  ~  ôa  d{bc)  "*"  Ob   d{ca)         Oc  d{ab) 

^^^      1  ^  \d_  djyz)         0^  d(yz)  0_  d{y,z)-\ 

/  '^       [Oa  d{bc)         Ob  d{ca)         Oc  d{ab)\ 

En  développant  les  calculs,  on  vérifie  que  le  coefficienl  de  X  est 
identiquement  nul;  il  en  est  de  même  des  coefficients  de  Y  et  Z. 
Quant  aux  autres  termes,  on  les  transforme  comme  il  suit  :  on  a 


OX 

OX  Ox        OX  Oy        OX  Oz 

Oa 

Ox  Oa         Oy  Oa    '     Oz   Oa' 

OX 
Ob 

OX  Ox        OX  dy        OX  Oz 
^  Ox  ôb  '^  Oy  Ob  "*~  Oz  Ob' 

OX 

OX  Ox        OX  Ov        OX  Oz 

Oc 

Ox   Oc        Oy  Oc         Oz  Oc  ' 

portant  dans    l'équation   (G),    on    voit   que   la    première    ligne    du 
deuxième  membre  de  cette  équation  devient 

Ox    . 
On  transforme  de  même  les  autres  lignes  et  l'on  a  finalemenl 


0\        OB         OC        r,  /  OX         OY         OZ 

Oa         Ob         Oc  \0x         Oy        Oz 


ce  qui,  d'après  la  valeur  de  D,  est  la  relation  (5  ). 

iî.  Toutes  les  relations  précédentes  subsistent  évidemment  quand 
on  multiplie  A,B,C,X,  Y,Z  par  un  même  facteur  p  fonction  de  a, 
b,  c.  En  effet,  en  remplaçant  A,  B,  C,  X,  Y,Z  par  pA,pB,pC,  pX, 
pY,  pZ  on  n'altère  pas  les  relations  (3)  dont  toutes  les  autres  ont  été 
déduites.  Mais  on  peut  toujours  déterminer  p  de  façon  (pic  Ton  ail 
identiquement 

0{pA)        OjpB)        0(pC)  _ 
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il  suffit  pour  cela  de  prendre  pour  p  une  solution  de  léquation  linéaire 
aux  dérivées  partielles  (7);  si  les  équations  des  lignes  (L„)  sont 
connues  sous  forme  finie,  la  recherche  de  p  se  ramène  à  une  cjuadra- 
ture. 

Le  facteur  p  étant  ainsi  déterminé,  nous  multiplierons  A,B,C,  X, 
Y,  Z  par  p,  et,  pour  simplifier  les  notations,  nous  désignerons  encore 
par  A,  B,  C,  X,  Y,  Z  les  produits  ainsi  obtenus. 

Les  nouvelles  fonctions  A,B,C,X,Y,Z  vérifient  alors  toutes  les 
relations  précédentes,  et  en  outre  la  relation 

,„-  âX       dB       (}C 


(9) 


Mais  la  relation  (5)  montre  cjuc  Ion  a  aussi 
d\        dY        (TL 


ôx        àr 


Dans  tout  ce  cjui  suit  A,B,C,  X,  Y,Z  désigneront  ces  nouvelles 
fonctions. 

G.  La  relation  (8)  étant  satisfaite,  on  peut  toujours  trouver  trois 
fonctions  p„,  ç,,?  ''o  c^c  a,  b,  c  vérifiant  les  relations 


Uo) 


comme  on  le  verra,  par  exemple,  dans  le  premier  Volume  du  Traité 
d'Analyse  de  M.  Picard.  De  même,  la  relation  (9)  étant  satisfaite,  on 
peut  déterminer  trois  fonctions  /),  rj,  r  de  .v,  y,  z  telles  cpie 

X  = 
Z  = 


IA  =  S 

àqo 
Oc  ' 

!b=-^/^ 

Or, 

Oc 

Oa 

C=  ^ 

da 

dp. 
dh' 

Or 

à.y 

ôq 

Oz 

dp 
Oz 

dr 
dx 

dq 
dx 

dp 
à/ 
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7.   Nous  allons  démontrer  le  théorème  suivant  :  L'expression 
(12)  pd.c  ^  q  cly  -t-  r  dz  —  ( p„  da  -{-  q^  db  +  /■„  de) 

est  iinr  diJJi'renlicUc  totale  exacte. 

En  effet,  on  a 

,         dx  j         (^-"^  11    .    àx  , 
dx  =^  ^—  da  -h  -rr  do  ->, — z-  de, 
da  db  oc 

j  dY    ,  àv    11     ,    ày   , 

dy  =  -f  da  -H  -rr  db  -+-  -r-  de, 
•^         da  ôb  oc       ' 

dz  =  ^  da  -h  '-^db  -h   ,-  de. 
da  db  de 

L'expression  (12)  s'écrit  alors 

.  \{p%*it^'-%,-P')-"'^(p%*'>%^'-%-^¥''- 

*^^^  '    <  ^    dx  dv  dz 


de 

expression  de  la  forme 

X  da  +  iiL  db  ^  zdc\ 

et  les  relations  telles  que  (4)  signifient,  comme  on  le  vériiie  facile- 
ment, 

dZ  _  d\f.^  (M,  _  t^  ()ii!,  _  >;-v,_ 

('^)  ,)b  ~   'de'  de    ~  da  '  da   "    db 

Ainsi,  en  détaillant  la  première  condition 

dZ        cT^  _ 
~db~   Oe   "^^ 


dp  à.c        dp  dr        ^ày    _  dq  ày        dr  d^  __  <)r^  dj^  __  dn,  __  dq^ 
db  ITc  ~  de  db  ~^  db  de  '     de  db         db  de         de  db  db  de 

Si,  dans  cette  équation,  en  suivant  le  calcul  déjà  cité  de  Cauchy,  on 
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remplace  -/r'  -r^'  •  ••  V^t-  les  expressions  suivantes 
i  r)h    Oc  1  ^ 


d/;i  cl/»  dx         dp  dv         dp  âz 

Jï,  ~  lli  Tb  '^  à]-  ôl  ^  Jz  OV 

dp  dp  dx         dp  dy         dp  d: 

de         dx  de     '     dr  de         dz  de 


on  voil  qu'elle  se  réduit  à  la  première  des  relations  (4)-  On  vérifie  de 
même  que  les  deux  autres  conditions  (i3)  sont  identiques  aux  deux 
autres  relations  (4)- 

Ainsi  le  théorème  est  démontré,  et  Ton  a  identiquement 

Cl  f)     pd.v  -I-  qdy  -h  rdz  —  (p„da  4-  q„dh  -+-  r„dc)  =  dF(a,ù,c), 

F  étant  une  fonction  de  a,  b,  c. 

Réciproquement,  prenons  trois  fonctions  p„,  y„,  r^  de  a,  l>,  c  et  trois 
fonctions  p,  q,  r  à^x^y,  z  de  telle  façon  que  Texpression  (12)  soit  une 
diflërenticlle  exacte  en  vertu  des  formules  déterminant  x,y,z  en 
fonction  de  a,h,c\  calculons  ensuite  les  fonctions  A,B,  C,X,  Y,  Z 
par  les  relations  (10)  et  (i  1);  les  lignes 


et 


sont  correspondantes.  A,  B,  C,  X,  \ ,  /  renqtlissanl  loulcs  les  condi- 
tions indiquées. 

Les  consé((ucnces  de  la  formule  {\[\)  soni  i(lenti(pu's  à  celli's  (pic 
l'on  renconlie  dans  la  tiiéorie  des  lourhilloiis.  Nous  les  indicpicrons 
sommaiifinenl. 

8.  Soient  (C,, )  une  courbe  fermée  prise  dans  le  milieu  initial 
et  (C)la  courbe  fermée  suivant  laquelle  sontdisjiosées  après  la  défoi- 


da 

T 

dh 

de 

~'   C 

dx 

X 

dv 

^    Z 
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niation  les  molécules  qui  étaient  primitivement  sur  (Co).  On  a 
( 1 5  )       f   iP  '^■*'  +  */  ^h'  +  rdz)  =  I    (p„ da  -+■  q„ db  -H  /•„ de), 

la  première  intégrale  étant  prise  le  long  de  (C)  et  la  deuxième  le  long 
de(C„). 

En  effet,  d'après  ridenlité(i  4),  la  différence  des  deux  intégrales  (i  5) 
est 

r  f/F(fl,  h,  c), 

'  .r,„i 

c'est-à-dire  o,  puisque  la  courbe  (Co)  est  fermée. 

Imaginons  une  surface  So  simplement  connexe  ayant  (C„)  comme 
contour,  et  de  même  une  surface  S  ayant  (C)  comme  contour. 
D'après  le  théorème  d'Ampère  et  de  Stokes,  on  a 

f    (poda  ■+-  q„db  +  i\dc)  =  f   f  (Aa  +  B^  -i-  Cy)dG„, 

où  l'intégrale  double  est  étendue  à  l'aire  de  S„,  d'j^  désignant  un  élé- 
ment de  cette  aire,  et  ce,  [3,  y  les  cosinus  directeurs  de  la  normale  à  cet 
élément.  (Voirie  Traité  d'Analyse  de  M.  Picard,  t.  I.) 

Soit  H„  le  vecteur  ayant  pour  origine  le  point  a,  b,  c  et  pour  pro- 
jections les  valeurs  de  A,  B,  C  en  ce  point.  La  cjuanlilé 

Aa  +  B^^-Cy 

est  la  projection  de  H„  sur  la  normale  :  nous  la  désignerons  par  (H„)„; 
l'intégrale  ci-dessus  est  alors 

De  même,  on  a 

/    (p  dx  +  qdy  +  rdz)=  (  1  (Xa  -F  Y|i  -h  ZyV/cj, 

Journ.  de  Math.  (.V  série),  tome  V.  —  l'iisc.  II.  iSyg.  '9 
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intégrale  qu'on  peut  écrire 


j f\l„ch, 


en  appelant  H„  la  projection  du  vecteur  H  de  composantes  X,  \,  Z 
sur  la  normale  à  ch. 

La  relation  (i5)  peut  donc  s'écrire 


ffjH,%(h„=ffu„(h. 


Sous  cette  forme,  elle  a  une  signification  simple.  En  regardant  H^  et  H 
comme  des  forces  et  employant  une  locution  connue,  on  peut  dire 
(jue 

(H„)„rf!J„ 

est  le  flux  de  force  à  travers  l'élément  f/(7„  et  que 

U„ch 

est  le  flux  à  travers  dà.  La  relation  signifie  que  le  (lux  de  force  total  à 
travers  S„  est  égal  au  flux  total  à  travers  S. 

9.  Le  point  de  départ  de  cette  étude  est  la  considération  dun 
svstème  de  lignes  L^,  à  deux  paramètres,  tracées  dans  le  milieu  pri- 
mitif. Nous  appellerons  surface  L„  une  surface  engendrée  par  une 
suite  continue  de  lignes  L„.  Par  la  déformation,  les  lignes  L„  se 
changent  en  lignes  L  et  la  sur/ace  L^  en  une  surface  L.  Gela  posé, 
si  l'on  trace  sur  la  surface  L^  une  courbe  fermée  (C,,)  limitant,  sur 
cette  surface,  une  aire  simplement  connexe,  la  courbe  correspon- 
dante (C)  sera  située  sur  la  surface  correspondante  L.  Dans  ce  cas, 
la  valeur  commune  des  deux  intégrales  (i5)  est  nulle. 

En  effet,  d'après  le  théorème  d'Ampère  et  de  Slokes  appliqué  à  la 
portion  de  surface  L„  limitée  par  la  courbe  (C,),  on  a 

j     (  poda  4-  -y„r/A  +  r,,dc  )=  j  f  (U„)„d'j„, 
l'intégrale  double  étant  étendue  à  la  portion  de  surface  Lo  considérée. 
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Mais  en  chaque  point  a,  h,  c  de  la  surface  L^  le  vecteur  II„  de  pro- 
jections A,  B,  C  est  tangent  à  cette  surface,  d'après  la  définition 
même  des  lignes  L(,.  On  a  donc  identiquement  (IIo)„=o,  et  l'inté- 
grale considérée  est  nulle. 

10.  Associons  des  lignes  L„  de  façon  à  former  une  surface  tabulaire 
que  nous  appellerons  tubeha.  Parla  déformation,  ce  tube  se  change 
en  un  tube  L.  On  démontre,  comme  dans  la  théorie  des  tourbillons  ('), 
les  propositions  suivantes  : 

Sort  une  courbe  fermée  quelconque  (Cq)  située  sur  le  tube  L„  et 
l'entourant  une  fois;  l'intégrale 

I     (p„ (la  -h  q„ db  -+-  r„ de) 

a,  tout  le  long  du  tube  L„,   la  même  valeur,  quelle  que  soit   la 
courbe  C^ . 

Cette  valeur  est  égale  à  celle  de  Vintésrale 


I    (pdx  -h  q  dy  -\-  r  dz) 


prise  le  long  d'une  courbe  fermée  quelconque  située  sur  le  tube  L 
('/  l'entourant  une  fois. 

11.  Voici  encore  une  relation  de  forme  invariante.  Nous  avons  vu 
que  l'expression  (12')  du  n°  7  est  la  différentielle  totale  d'une  certaine 
fonction  F  de  a,  b,  c.  On  peut  donc  écrire 


d-r            dy           àz 
=  p  -j h  q  ,--  -f-  /■-;- 

y^  +  J/, 

Or            Ov            Jz 

ÔF  djc  dr  àz 

Oc        '    oc         ^  oc  oc 


(')  PoiNCARÉ,  Leçons  sur  la  théorie  des  tourbillons  :  Carré,  1898. 
V.  BjERKNES,  Ueber  die  Bildung  von  Cirkulations  bavegungen  und  Wirbctu 
in  reibungslosen  FUissigtceilen,  bei  Jacob  Dybwad,  Christiana;  1898. 
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D'autre  part,  les  quantités  A,  B,  C  sont  données  en  fonction  de  X, 
Y,  Z  par  les  relations  (4)-  Si  Ton  forme  la  combinaison 

(po  +  ^)  A  +  (./„  +  ^)  B  4-  (,•„  +  f  )  C, 

on  voit  immédiatement  qu'elle  est  égale  à 

D(pX-^qY  +  rZ). 

Donc,  comme  ixD  =  a^, 

;^(/'oA  +  yoB  +  /-„C) 

H [A^  +  B-rj  -i-C^]  =  -(p\-hqY  +  ri). 

[Xf,  \      (Ja  ao  oc  I  u.  ■'  ^  ^ 


Les  fonctions  p„,  (7,,,  /•,,  ont  été  assujetties  uniquement  à  vérifier  les 
relations  (10);  or  ces  relations  restent  vérifiées  quand  on  y  remplace 

Pu,  5'o5  ^0  par 

dF  ÔF  ÔF 

/'0+-T-'      Ço+TT'      '■»-*-!-' 
'  '        oa       ^'         ao  Oc 

car  les  termes  provenant  de  F  disparaissent.  Si  nous  appelons  encore 
/>„,  Oa.  '■„  ces  nouvelles  fonctions  p.,-{ — r->  ■••'  I"  relation  ci-dessus 
prend  la  forme  plus  simple 

;f  (/J„A  +  ry„B  +  /■„C)=  '-(pX  +  r/Y  +  rZ). 

12.   Nous  terminerons  par  une  remarque  sur  ce  qu'on  peut  a})peler 
la  composition  des  systèmes  de  lignes  correspondantes. 
Soit  une  famille  de  lignes  à  deux  paramètres 

,  ,  da         dl)         de 

où  A',  B',  C'  sont  des  fonctions  de  a,  b,  c  vérifiant  la  condition 
()\'      oyr      à(y  _ 

à  a  àb  de 
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et 

dx  dy  dz 


(L') 


\'  ~   Y'         Z' 


da        db 

de 

A"  ~  B" 

—  (2„' 

dx        dy 

dz 

X'  ~~  Y 

~  Z" 

les  lignes  correspondantes  dans  le  milieu  déformé,   définies  par  les 
relations  (3). 

Soient,  de  même, 

(L') 

deux  autres  systèmes  de  lignes  correspondantes  avec 

dX"       dB"       âC" 
da  oo  de 

Les  deux  systèmes  de  lignes 

da  db  de 


CL.) 
(L) 


A'+  ÂA'        B'  -{-  /.-B"  ~  C'-H  kC° 
dx  dy  dz 


X'-hA-X"  ~  Y'+/tY"        Z'+A-Z" 


où  A'  est  une  constante,  sont  encore  correspondants.  Cela  résulte  de 
ce  que  les  relations  (3),  qui  expriment  que  deux  systèmes  de  lignes  se 
correspondent,  sont  linéaires  et  homogènes  en  A,  B,  C,  X.  Y,  Z. 
Si  Ion  détermine  les  fonctions 

p'n^    yo>    '"i.»   p'^    q\    '■'. 
v\^    q"»:    'i-,   p"'    ?'.    '■") 

relatives  aux  deux  systèmes  de  lignes  correspondantes,  on  peut 
prendre  pour  les  fonctions  analogues  relatives  au  système  résultant  L„ 
etL, 

/'o  +  Vo»    q'.  +  W.^    '•o  +  /»'"ô, 

p  +  kp'\       q'-Jrkq",      r'-^kr". 
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15.   Dans  la  tliéoriedes  tourbillons,  les  fonctions  A,  B,  CctX,  Y,  Z 

sont  les  projections  du  vecteur  tourbillon  ^g,  /]„,  "(„  et  ?,  y],  'C  aux 
instants  /„  et  /.  Les  fonctions  yO„,  q„,  /•„  dp,  q,  r  sont  alors  les  projec- 
tions de  la  vitesse  d'une  molécule  u„,  i\,  u'„  et  u,  v,  w  aux  mêmes 
instants. 

14.  Un  autre  exemple  se  rencontre  dans  le  mouvement />e/'/??a/îc/?/ 
d'un  fluide.  Dans  ce  cas  les  trajectoires  des  molécules  se  conservent  : 
elles  se  confondent  avec  les  lignes  de  courant.  On  sait  cjuc  l'on  appelle 
lignes  de  courant  un  système  de  lignes  telles  que  la  tangente  en  cha- 
cun de  leurs  points  coïncide  avec  la  vitesse  de  la  molécule  fluide  placée 
en  ce  point.  En  général,  ces  lignes  changent  avec  le  temps;  mais,  si  le 
mouvement  est  peivnanent,  comme  nous  le  supposons,  les  lignes  de 
courant  sont  les  mêmes  à  l'instant  tç,  et  à  l'instant  t. 

Appelons  a,  b,  c  les  coordonnées  d'une  molécule  à  l'instant  /„  ;  u„, 
('„,  a,,  les  projections  de  sa  vitesse;  appelons  a;,  y,  :;  les  coordonnées 
de  la  même  molécule  au  temps  /;  u,  v,  w  les  projections  de  sa  vitesse. 
On  a 

x  =  /(a,b,c,t), 

y==/i(a,b,c,t), 

=  =A(a,b,c,t). 

Les  lignes  de  courant  à  l'instant  /„  sont  définies  par  les  relations 

,  .  ,  c/a         dh         de 

{  'o)  —  ^^  —  ^^  —  ' 

et  à  l'instant  /  par 

(0 


d.r         dv         dz 


Ces  lignes  correspondantes  /  et  /„  sont  aclucllement  identiques.  En 
effet,  le  mouvement  étant  permanent,  i/„,  („>  «'u  sont  exprimés  en  a, 
b,  c  de  la  même  façon  cjuc  «,  c,  w  en  x,  y,  z  :  on  peut  dire  aussi  que 
les  molécules  qui,  à  l'instant  /„?  ^e  trouvent  sur  une  ligne  de  courant  /„ 
suivent  celle  ligne  dans  leur  mouvement,  et,  à  l'instant  /,  se  trouvent 
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sur  la  même  ligne  ;  la  ligne  /  correspondant  à  1^  se  confond  donc  avec  /„. 

Il  est  aisé  de  vérifier  directement  que  les  quantités  «07  ''oj  "'0  <'t  "» 
r,  w  satisfont  à  des  relations  telles  que  (2). 

Suivons,  en  effet,  une  molécule  dans  son  mouvemcnl.  A  l'iiislant 
/„  cette  molécule  est  dans  la  position  Mo(«,  b,  c)  avec  la  vitesse  «„,  >.■„, 
iv„;  elle  suit  ensuite  une  trajectoire  /„  et  au  temps  l  elle  est  dans  une 
position  'Si{x,y,  z)  avec  la  vitesse  u,v,w:  entre  a,  b,  c,  •/-•,  j-,  r,  / 
ont  lieu  les  relations 

x=f  (a,b,c,t), 

y=/<(a,b,c,i), 

z  =/o(a,  b,c,  t)  . 

Soit  une  deuxième  molécule  M^  située,  à  l'instant  /„,  sur  la  même 
trajectoire  l^  infiniment  près  de  Mo;  soient  (a  -t-  da,  b  -t-  db,  c  -\-  de) 
les  coordonnées  de  MJ,;  à  Tinstant  l  cette  molécule  occupe,  sur  la 
même  trajectoire  /„;  une  position  lsl'(x  -+-  dx,  y  -+-  dy,  z  -\-  dz)  infi- 
niment voisine  de  M. 

On  a,  entre  dx,  dy,  dz  et  da,  db,  de,  les  relations  évidentes 

,  dx    j  dx    ,,         dx    j 

,  dx  =   T-  da  -{-  ^T  db  -\-  ^-  de, 
l  àa  00  oc 

(  iG)  '  dy  =  ^  da  +  -fr  db  -{-  ^  de, 

■'  \     "  da  db  oc        ' 

!  c/;  =  -^  da  H — r^  db  -f-  -^  de. 
oa  0  o  (Je 

Mais,  le  mouvement  étant  permanent,  on  peut  aussi  regarder  M,', 
comme  la  position  de  la  'molécule  à  l'instant  t^-h  ^t,  et  M'  comme  la 
position  de  M  à  l'instant  /  +  0;  :  on  a  donc 

da  =  ii„o/,  db  =^  i„ 0 /.  de  =  ii„ 0 / 

car  la  molécule  M„  a  pour  vitesse  («»,  t„,  tv'o);  et,  de  même, 

dx  =  uil,         dy  =  iot,  dz  =  ivot. 
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Les  relations  (16)  deviennent  alors 

d.r  djc  de 

1                 "  da  "  db  "Oc 

\                            1                  dr  àr  dy 

^    ' ^                               1                 "  da  Ob  "  àc 

f                    dz  Oz.  dz 


Ces  relations  sont  de  la  forme  prévue  (2).  Pour  les  ramener  à  la 
forme  (3),  partons  de  l'équation  du  n"  2, 

D  [JL  =  pi„  ; 

puis  multiplions  les  relations  (17^  à  gauche  parDui  et  à  droite  par  ul„: 
nous  avons 

T-.  âx  t>.r  àa- 

i->  cj)'  ày  Oy 

T^  <);  rf;  Oz 

Ces  relations  sont  bien  de  la  forme  (3),  où 

X  =  (XM,  Y  =  IJLt',  Z  =  fJ.W. 

En  outre,  l'équation  de  continuité,  dans  le  cas  du  mouvoment  per- 
manent, donne 

àA.       dK       dC 
da         db         de 


+  xr  =  o» 


àX        d\        dZ 

da-         dr         az 


On  pourrait   donc  appliquer  les   théorèmes  généraux  aux  trajec- 
toires;   mais  actuellement  ces   théorèmes   sont    intuitifs,    car  ils  se 
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rwliiiseiU,  au  fond,  à  cv  fait  (jue  le  drlnl  à  travers  une  seclioii  quei- 
r()ni|ue  d'un  iilet  lluidc  csl  invariable. 

151  Dans  un  niouvenienl  permanent,  les  lignes  de  tourbillons  et 
les  lignes  de  courant  se  conservent.  On  peut  donc,  d'après  le  principe 
de  la  composition  (n"  12),  appliquer  les  théorèmes  précédents  aux 
lignes  résultant  de  la  composition  des  lignes  de  tourbillons  et  des 
lignes  de  courant. 


Jourii.  de  Math.  (5'  série),  tome  V.  —  Kasc.  II,  iSyg. 
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Nouvelles  expressions  des  élénieitls  (rua  système  orthogoiud 
par  les  fonctions  sigme/  (F an  seul  cwgume.nt  et  leur  (tpplicct- 
tion  à  la  rotation  de  corps  solides  liés  l' un  à  l'autre  ; 

Par  m.  E.  JAHIVKE. 


Dans  un  Mémoire,  couronné  par  l'Académie  des  Sciences,  M™*^  de 
Kowalevsky  a  ramené  aux  quadratures  un  nouveau  cas  important  du 
problème  de  la  rotation  d'un  corps  solide  pesant  autour  d'un  point 
fixe.  Dès  lors,  l'attention  des  géomètres  les  plus  distinj^ués  s'est  diri- 
gée vers  d'autres  cas  du  même  problème. 

M™*  de  Kowalevsky  a  réussi  à  exprimer,  au  moyen  des  fonctions 
hyperelliptiquesde  deux  arguments,  les  trois  composantes  de  la  vitesse 
de  rotation  suivant  les  axes  rectangulaires  fixes,  et  trois  des  neuf 
cosinus  directeurs.  Cependant,  à  cause  des  difficultés  du  calcul,  elle 
s'est  dispensée  de  représenter  les  six  autres  cosinus  et  les  trois  compo- 
santes de  rotation  suivant  les  axes  mobiles.  C'est  M.  F.  Koller  (|ui  a 
comblé  les  lacunes  laissées  par  M"''  de  Kowalevsky. 

De  plus,  M.  A.  Wangerin  et,  quelques  années  plus  lard,  M.  \  . 
Volterra  ont  traité  un  cas  très  intéressant  et  important  de  la  rotation 
de  corps  solides  liés  l'un  à  l'autre.  M.  Wangerin  a  montré  que  ce  cas 
se  ramène  aux  quadratures,  et  M.  Volterra  a  représenté,  au  moyen 
des  fonctions  sigma  de  Wcierstrass,  les  trois  composantes  de  rotation 
suivant  les  axes  mobiles,  et  trois  des  neuf  cosinus  directeurs,  mais 
les    expressions    dé/inilives    des    six    autres   cosinus    directeurs    et 
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des  trois  composâmes  de  rotation  suivant  les  axes  li.ves  mancjiienl 
encore. 

Dans  ce  Mémoire  je  m'occupe  du  même  problème  pour  en  donnet- 
la  solution  complète.  En  même  temps  je  ferai  voir  qu'on  peut  obtenir 
lous  les  éléments  dudit  problème  d'un  seul  coup  et  presque  sans  aucun 
calcul,  de  sorte  cjue  la  solution  en  paraît  être  réduite  à  un  baut  dej^ré 
(le  simplicité  et  d'élégance. 

Dans  ce  but,  j'ai  adopté  une  métliode  toute  différente  de  celle  cpionl 
employée  M"^  de  Kowalevsky  et  MM.  F.  Ivôtter,  A.  Wangerin, 
V.  Volterra,  W.  Stekloff,  A.  LjapunofCet  R.  Liouville.  Ces  géomètres 
ont  pris  pour  point  de  départ  les  principes  de  la  Mécanique  afin  d'en 
déduire  les  équations  différentielles,  et  en  ont  cherché  les  intégrales 
par  des  raisonnements  ingénieux.  La  nouvelle  méthode,  due  à  M.  F. 
Caspary,  sépare  nettement  la  partie  analytique  de  la  solution  de  celle 
qui  appartient  à  la  Mécanique,  et  elle  est  fondée  sur  un  théorème  ana- 
lytique très  général  découvert  par  M.  F.  Caspary.  Ce  théorème  lie  les 
neuf  cosinus  o,„„  d'un  système  orthogonal  et  les  six  cjuantités 

Ph  =  -  {(hkduu  -+-  a,,da.,i  +  n,,da,i)  j  ''''  '"'  ^  =  '  >  2>  3  \ 

2,  j,   l     U 

que  M.  F.  Caspary  a  appelé  les  (juinze  clémcnls  d'un  système  ortho- 
gonal, aux  fonctions  thêta  d'un  nombre  quelconque  d'arguments.  Les 
expressions  des  éléments  d'un  système  orthogonal  par  les  fondions 
thêta  se  déduisent  d'identités  algébri([ues  au  moyen  des  transforma- 
tions du  second  degré.  Elles  satisfont  à  certaines  équations,  tantôt 
algébricjues,  lanlùt  dilférentielles.  Les  unes  se  présentent  dans  les 
problèmes  de  la  Mécanique  dont  on  cherche  les  intégrales,  tandis  (|ue 
les  autres  fournissent  les  relations  algébriques  par  lesquelles  ces  inté- 
grales sont  liées  entre  elles;  les  unes  et  les  autres  renferment  encore 
des  arguments  et  des  fonctions  (juelconques  qui  se  déterminent  par  les 
données  de  la  question  proposée. 

Pour  illustrer  sa  méthode,  ^L  1*'.  Caspary  en  a  donné  deux  a])plica- 
lioiis  :  Tune  relative  au  problème  de  la  rotation  d'un  corps  solide, 
où    il    retrouve   les    résultats   dus    à    .lacohi,    Lottiiei',    Dumas,    Hal- 
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phen  et  à  MM.  Hermite,  Darboux  et  Hess;  l'autre  relative  au  mou- 
vement d'un  corps  solide  dans  un  liquide,  où  il  obtient  les  résultats  de 
M.H.Weber. 

En  adoptant  cette  méthode  féconde,  j'en  ai  donné  d'autres  applica- 
tions. On  sait  que  M.  F.  Kôtter  a  établi  un  système  orthogonal  dont 
découlent  les  solutions  de  divers  problèmes  de  la  Mécanique.  Ce 
géomètre  exprime,  au  moyen  des  fonctions  thêta  de  deux  arguments, 
les  neuf  cosinus  directeurs  et  les  trois  composantes  de  rotation  suivant 
les  axes  fixes.  11  manque  seulement  les  expressions  définit wcs  des  iro'n^ 
composantes  de  rotation  suivant  les  axes  du  système  mobile.  J'ai 
déduit  tous  les  éléments  de  ce  système  orthogonal,  dans  un  Mémoire 
inséré  au  Tome  CXIX  du  Journal  de  M.  L.  Fuchs  et  dont  cet  illustre 
géomètre  a  bien  voulu  présenter  un  résumé  à  l'Académie  des  Sciences 
de  Berlin. 

En  poursuivant  ces  recherches,  j'ai  été  conduit  à  généraliser  la 
notion  usuelle  de  composition  en  composant  un  système  ortho- 
gonal (A)  avec  ^Ma//Y' systèmes  orthogonaux  {%),  (%)■,  (^),  (E). 
dont  les  deux  (51),  (|3)  sont  adjoints  au  système  (C).  Ce  nouveau 
système,  que  j'ai  eu  l'honneur  de  communiquer  récemment  à  l'Aca- 
démie, joue  un  rôle  important  dans  l'étude  des  problèmes  de  Dyna- 
mique. En  effet,  c'est  de  ce  résultat  que  découle,  comme  consécjuence 
immédiate,  une  généralisation  de  ce  célèbre  théorème  de  Jacobi  qui 
permet  de  décomposer  le  mouvement  d'un  corps  grave  de  révolution, 
suspendu  par  un  point  de  son  axe,  en  deux  mouvements  à  la  Poinsot. 
De  l'autre  côté,  si  on  laisse  le  système  (E)  quelconqne  et  que  l'on 
exprime  les  éléments  des  trois  autres  systèmes  {%),  (l3),  (C)  par  les 
fonctions  thêta  de  deux  arguments,  on  retrouve  le  système  découverl 
par  M.  F.  Kôtter.  En  supposant,  au  contraire,  les  coefficients  du  sys- 
tème (C)  et,  par  conséquent,  des  systèmes  (^)  et  (B)  constants,  cl 
en  représentant  les  cléments  du  système  (E)  par  les  fonctions  tliéla. 
on  obtient  de  nouveaux  systèmes  orthogonaux  qui  renferment  les  soin- 
lions  de  nouveaux  problèmes  de  Dynamique.  Parlicnlièremenl,  en 
introduisant  les  fonctions  sigma  de  Weierstrass,  on  parvient  à  n''- 
soudre  le  problème  de  la  rotation  de  corps  solides  li(''s  l'un  à  l'an  lie. 
dans  le  cas  traité  par  MM.  AYangerin  et  Volterra. 
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Le  présent  Mémoire  se  divise  en  denx  parties,  partie  analytique  et 
partie  dynamique. 

Dans  la  partie  analytique,  j'exprime  identiquement  les  quinze  élé- 
ments d'un  système  orthogonal  par  les  éléments  de  quatre  systèmes 
orthogonaux,  et  je  déduis  de  ces  identités,  au  moyen  des  résultats  dus 
à  M.  F.  Caspary,  le  théorème  I  qui  lie  d'une  façon  nouvelle  les 
éléments  d'un  système  orthogonal  aux  fonctions  sigma  (n°  i). 

Puis  j'en  tire  les  relations  caractéristiques  et  les  équations  dilTércn- 
lielles  de  premier  ordre  qui  existent  entre  les  éléments  de  ce  système 
orthogonal.  En  introduisant  une  fonction  quadratique  Tqui  s'exprime 
dans  deux  formes  différentes,  je  réduis,  dans  le  théorème  II,  les  équa- 
tions différentielles  à  une  forme  très  simple  qui  se  présente,  d'ailleurs, 
dans  une  classe  très  étendue  de  prohlèmes  de  Mécanique  (n"  2). 

Le  théorème  III  donne  les  relations  qui  lient  les  intégrales  de  ces 
équations  différentielles  (n"  5). 

Il  est  évident  qu'il  existe  encore  bien  d'autres  équations  différen- 
tielles. Je  signale  parmi  elles  les  équations  aux  dérivées  partielles  ayant 
la  forme  de  celles  qui  se  présentent  aussi  dans  la  rotation  d'un  corps 
solide  pesant  autour  d'un  point  fixe  et  dans  le  mouvement  d'un  corps 
solide  dans  un  liquide  (n"  4). 

Dans  la  partie  dynamique,  les  deux  formes  que  j'ai  données  k  la 
fonction  T  me  conduisent  à  soumettre  les  coefficients  qui  entrent  dans 
les  expressions  du  théorème  I  à  deux  systèmes  différents  de  conditions. 
Ainsi  j'arrive  aux  deux  formes  des  équations  différentielles  appartenant 
au  problème  mentionné  ci-dessus  de  trouver  le  mouvement  de  n  corps 
solides  pesants  dont  l'un  tourne  autour  de  son  centre  de  gravité  et  les 
autres  n  —  i  corps  de  révolution  autour  d'axes  fixés  au  premier 
corps.  De  plus,  Icsdites  équations  de  condition  donnent  naissance  à 
deux  expressions  différentes  de  la  force  vive  T  qui  sont  identiques  à 
celles  que  l'on  doit  à  MM.  Wangerin  et  Volterra  (n"  G). 

Afin  que  les  expressions  établies  dans  le  ihéorcnie  I  fournissent, 
comme  cas  spécial,  la  solution  complète  dudit  problème  de  rotation, 
je  détermine  encore  par  les  données  des  équations  dill'érenlielles  les 
(juantités  quelconques  qui  y  entrent  (n"?). 

Toutes  les  lonnulcs  (|ue  j'ai  doimées  dans  les  liiéorèmes  I,  II,  III 
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peuvent  être  généralisées  de  façon  à  obtenir  la  solution   dun  pro- 
blème de  rotation  plus  général  (n"'o,  8). 


PREMIERE  PARTIE. 

1.  Théorrmc  relatif  aux  fondions  sigma.  —  Soient 
c,y(i",y  =  I,  2,  3,  4)  les  coefficients  du  système  orthogonal  (C)  liés 
entre  eux  par  les  relations 

f/i  f/  1  +  f,-2  tj2  -^  f,:.  ijA  -i-  C/,  ty  i  =  O     I 
f  J.   "■•-  ^li  -^  ^li  +  ^n  =  ^ 


^li  +   f 3,"   +    '^i/     -   ^ 


et  a„,„,  b,„„  (m  ^ /<;/>?,//  =  I,  2,  3)  ceux  des  systèmes  orthogonaux 
(Jl),  (l3),  liés  entre  eux  par  les  relations  analogues. 
Désignons  par 

t7j  =  iriisj~Crj(u 

les  mineurs  de  deuxième  ordre  du  déterminant  |  c,/ 1  et  posons 
(i)         0,.=  c--c^:,         0..=  fl!-c:;  (A=.i,2,3). 

.Pai     appelé    les    systèmes    {%)    et    (S)    adjoints    au     s\stème 


(')  Dans  le  Mémoire  Ueber  einen  Zusammenhan!^  nvischen  den  Elemcnlen 
nrllwgonaler  Neuner-und  Sechzehnersyslcine  {Journal  fiir  die  reine  i/nd 
angew.  Matli.,  t.  CXVIII,  p.  220^  aSo). 


(A) 
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Soient,  de  plus,  Ci„n{ni  ^  n\  m,  /?  =  i ,  2,  3), 

2,  J,  r    / 
'V,  (  1^'  )  =         «"-^  1  '^'''V ,  -t-  «"a-  f^''/2  +  f/;  Il  i^(^'r.^  \  3    t ,  2    1 

les  quinze  cléments  du  système  orthogonal  (  E). 

D'après  un  théorème  que  j'ai  étahli  antérieurement  (Comptes  ren- 
dus, t.  CXXVI,  p.  ioi3-ioi6;  t'oir  aussi  le  Journal Ac  M.  L.  Fuclis, 
t.  CXIX,  p.  240),  un  nouveau  système  orthogonal  (A)  peut  être  com- 
posé des  quatre  systèmes  orthogonaux  (5t),  {%),  (K),  (E),  dont  les 
deux,  {%)  et  (îî),  sont  adjoints  au  système  (C).  En  supposant  les 
coefficients  r,y  et,  par  conséquent,  les  coefficients  o,„„  et  b,„„ 
constants,  les  éléments  du  nouveau  système  orthogonal  s'oluiennenl 
de  la  manière  suivante  : 

A(a,^+  ia.,h)  =  EJt[((', ,  +  «>o,)o/h  +((',■>  +  /e,.)!»/,,,  -h  (t?,^  -4-  «>o:,)(1a3|, 
A(>,;,-  /«,/,)=  E 13  [(e,,  -  /■e,,)bA,  +(<',,—  ?V2o)b/,o-f- (^',,  -  /ro;,)b/,,,], 
Aa.,;,  =    E(e3,  C/,,  +  e.„C/,o  +  c,;,^,:,  —  /c/,.), 
A  =  ?E(e,,,CH  +  '?32f',j  +  «"iKif*:)  ~  'f '.',); 
A/j/,  =    E  f /j,  (e)f^,  +  p..(e)<j,„  +  />,('-)  f/'3  —  '''.,  (>')  C/, .,  ], 
Ar,  =  /E[/J,  (e)c,,  -+-  p,(e)c,,  +  /^3(r)c,,,,  -  /i-:,((')f-iij> 
A{v,  +  n;)=E%[v,(e)+  iv,{e)l 
A(r,  -  iv,)  =  E^[ç,(e)-  iv.,(e)], 

où 

et  les  fadeurs  E,  51,  jf  relatifs  aux  coefficients  ''„„,,  ii„,„,  b,„„  joiieni  le 
même  i'(~)lc  (pir  le  fadeur  A  relatif  aux  coefficients  a,„„. 

Or,  M.  F.  (]aspary(')a  représenté  les  cpiiiize  ('•lénients  d'nn  sys- 
tème orthogonal  par  les  fonctions  sigma  de  Weierstrass.  Si  l'on  rem- 

(')  Joiirn.  de  Matlï.,  4°  série,  t.  VI,  p.  876.  C'esl  M.  Caspary  qui  a  établi  le 
premier  lesdites  expressions  en  représcnlanl  les  i\uhv/.c  cti'menls  nu  moxeiide 
quatre  paramètres  quelconques. 
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place  les  éléments  du  système  orlhogorial  (E  )  par  ces  expressions,  on 
obtient  le  théorème  : 

I.  Soient  u  et  v  deux  arguments  quelconques;  soient  (i  une 
fonction  quelconque  et  i^^  — i.  Soient  t,j{i,j  =  i,'2,  '5, -i)  les 
seize  coefficients  constants  d'un  système  ortliogonal  et  o,„„ 
et  b,„„( m,  /i=  1 ,  2,  3)  rcspectiicment  les  neuf  coefficients  des 
systèmes  adjoints.  Alors  les  fonctions  sigma  de  Wcierstrass  sont 
liées  aux  éléments  d'un  système  ortliogonal  de  la  manière  sui- 
icinte  : 

A(a,fy^  ia.,/,)=  -   G^  [ô,  a^,,  :<',  (ii  +  v)+  t..,a^.,:fju  ^  \)  +  t,aA,':i',(n  -h  v)J, 
A(a,^—  /û!,a)  =  — G- '£>[£,  by,,c;',(u  -  v)+£,b^.3',(n  -  \) -\- t^b^,:f.Ju  -  v)J, 

A=;  —  (£,Ci,  3',U3',  V  ^  £^r.,ot3'jn3'^v  -+-  î^  c,,  ^;,  n  c;*,  V  —  c., .,  :j'u  j'y); 

\ph=     £,m,C/i,3',U3',VH-£2//<2CAoa'2Ua'2V  +  C3»?3CA33'3U3'3V-Wof/,,3'U3'V, 

AP3^2[£,m,c<,a',ud'|V-i-£2m2fi23'.,ua'2V+£3m3Ci3^3ua'3V— /«uCuO'iis'v] 

A(c,  -+-  ii-.f)  =      G2l.3'(u  -H  v)f/(u  -f-  v), 
A(f,  -  ii-^)=  G-'lJa-Cu- v)f/(u  -v) 

(/'  =  ', 2,3), 
où 

m,  =  -^—du  -+-  ^^ d\  -t-  (/ logG         (s  =  o,  i,  2,  3), 


2.  Relations  caractéristiques .  Equations  différentielles.  —  Les 
expressions  que  je  viens  d'établir  satisfont  à  des  équations,  différen- 
tielles de  premier  ordre.  Afin  de  les  déduire,  je  profite  des  relations 
caractéristiques  qui  existent  entre  les  éléments  du  système  ortho- 
gonal (  E)  représentés  au  moyen  des  fonctions  sigma,  savoir  (  '  ) 

Ph{c)  =  —  inneu,         i-\{e)  =  —  im^         (/<  =  i,2,  3). 

(')   Voir  F.  Caspary,  toc.  cit.,  p.  378. 

Jouin.  de  Atatfi.  (5'  série),  lomc  V.  —  Fasc.  II,  iSyg.  21 
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Or  il  suit  du  système  (A) 

(2)  (A  =  r,2,j), 

(      —   «CE  =  A(C|..<73,  +   C2,«3oH-   C3.,rt33—  ^C.ii     ] 

et 

(     CE/>;,(e)=   A(f, ;,/),+    CnA/Jj-f-   f3/,/'3-    '^,^('3)     ) 

(3)  {h  =  1,2,  i). 

(  CEr3(r)  =  A(f,,/?,  +  c,,,po+ i-3,/)3— ?c.,.,r3)  ) 

La   substilution   de   ces  expressions   transforme   lesdites    relations 
caractéristiques  en  les  suivantes  : 

l  -  i€  f/3/,  =  /a  ,  /^  +  Ik^P'  -+-  hnlh  -  il  h,  »-3   )  , , 

(4)  (/'  =  1,2,3), 

où  les  coefficients  /,y  sont  définis  par  les  égalités 


(5 )       I    =\lllIi^\illIl  +  'J^lil-i\!^  =  l  (,\j  =  1,2,3, 4). 

Posons,  de  plus, 

1.2,3 

OU,  en  faisant  usage  de  la  dernière  des  relations  (4)  et  en  désignant 
par 

/"=   /ri/sj  -  Irjlsi  ('\j,  r,  .V  =  1  ,  2,  3,    ',  ) 

les  mineurs  de  deuxième  ordre  du  déterminant  syniélri(|uc  |  /,,  |, 

1,2,.; 

(6')  --i.J=^i:\r„.Pu  +  €\ 
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Alors  les  relations  (4)  prennent  la  forme  simple 

Si  l'on  substitue  encore  les  valeurs  de  T  et  de  a.,/,  dans  les  identités 
différentielles 

on  en  tire  le  théorème  : 

II.  Les  noui- elles  expressions  au  moyen  des  fonctions  sigma 
établies  au  théorème  I  satisfont  aux  équations  différentielles 

d    ôT  ôT  àT         / ,    j    ,  o         ■>        o  \ 

dt  dpu       '^     dp,,        ^     àpi  V    '     '  •     •  )     :     1     î    ,     / 

oii 

I.2.S  3  /1,?.3  \ 

2  T  =  2  i,„„p,„  p,,  -  /, ,  v\  -  2  n'3  y^  If,  ,/?/,=  ^  I  ^  /;;/,,  p,„p„  4-  c=  I . 

5.  Relations  entre  les  intégrales.  —  Je  vais  établir  niaiiilenaiil  les 
relations  qui  lient  les  intégrales  établies  au  théorème  I.  Elles  décoiiieiil 
des  identités  algébriques 

combinées  au.v  relations  (4)-  En  posant 

L/y  =  hs  Ijs  -f-  lix  Ijl  -+-  lu  Ij^  -*-  li''  h^  =  ^J'  (  'J  =  1)2,3,4), 

ou,  eu  égard  à  la  formule  (5), 

(7)  L,  =e(^-+-'-^4-^' +  ^ 

^   '    '^  ■'  V      "'i  '"2  "^!  "'0 

on  trouve  le  théorème  : 

III.  Les  relations  entre  les  intégrales  des  équations  di/féren- 
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tiellcs  données  au  théorème  II  sont  les  suivantes  : 
l>,Pi-i-  ^2^2+  UzPz—  ihi^'3  =  -  ^, 

1,!,3  i 

^^mnPmfn   —  L,  ^  t'^  —  2  îVj^  /,,(/,,/• ,  +  /,o/?a  -h  l,iP:,)=  O, 
m,n  1  =  1 

3         3  3 

h=i  k  =  \  *  =1 

1.2,3 
2  l-nnPmPn  +  ^«  4  '1  +  2  «CCs  =  O. 

La  quatrième  relation  peut  être  mise  sous  l'autre /o/-me 

I.!,3 

^CPmPn-^^-=^0. 

4.  Equations  aux  dérivées  partielles.  —  Le  lliêorème  I  fait  re- 
connaître que  les  quantités  r,^  «',  dépendent  des  deux  variables  u  et  v 
et  sont  des  fonctions  linéaires  de  du  et  d\  dont  j'appellerai  les  coeffi- 
cients p",  v\  ;  t'j,  vl.  Posons  (') 

p,  =  f"  c?u  -+-  v]  dv, 
v^^  v\d\i  +  v\d\'. 

On  trouve  immédiatement 

p"  ±:  iv\  =  ±  (r'  rh  ;V'J, 
f',  ±  iv\  =  rfc  (p"  ±  iV^ ), 

en  choisissant  simultanément  les  signes  supérieurs  ou  inférieurs,  d'où 
il  suit 

('",  =  -  à-] . 

(')   Voir  F.  Caspary,  toc.  cit.,  p.  377. 
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Alors  les  identités  difTérentielles 

f/«aA=  -  «,A'"2+  «2A''i  (A  =  1,2,  3) 

conduisent  aux  équations  aux  dérivées  partielles 

l  (A,  A-, /=  1,2,3;  2,  J,  i;  ,3,  1,2). 

Ces  équations  ont  la  même  forme  que  celles  que  Ton  doit  à  M.  1- . 
Kôtter  (')  et  que  j'ai  généralisées  dans  un  Mémoire  présenté  à  TAca- 
démie  des  Sciences  de  Berlin  (^). 

5.  Généralisation  des  théorèmes  I,  II,  III.  —  La  re|)résentation 
des  éléments  d'un  système  orthogonal,  établie  en  (A),  et,  par  consé- 
quent, toutes  les  formules  qui  en  découlent,  peuvent  être  généralisées 
de  la  manière  suivante. 

Lions  au  système  orthogonal  (A)  un  autre  système  orthogonal  (A'j 
par  des  relations  analogues  à  celles  qui  lient  le  système  (E)  au  sys- 
tème (A)  et  qui  sont  données  en  (2)  et  (3  ),  savoir 

£' Aa^^  =  A'(r',^a'3,  +  r'^^a;,  +  s\^à^^  -  ic\,). 

-  îCA  =  A'(f;,a;,-t-c;,a3,-t-c;,a;,3-  ù;j 

et 

(C'\pn=  ^'{c,hP\  +  (,,p:,  +  c,f,p,  -  i(\Hv',), 

C'A  fj  =  X'{t\,p\  +  c,,p',  +  c,,p',  -  ic\,i-',) 
en  posant 

C  =  r -î  -+-  c'-;  -h  c]l-h  c^']  =  c\)  -+-  C]  +  c'J';  -+-  c',' 

et  en  désignant  par  c]j  (i,  j  =  i ,  2,  3,  4)  les  seize  coefficients  constants 


(')  Sitzungsber.  der  Berl.  AA.,  p.  811;  iSgS.  —  Joiirrt.  f.  d.  reine  und 
angew.  Math.,  l.  CXVI,  p.  226. 

{'■)  Sitzungsber.  der  Berl.  Ak.,  p.  102g,  io3o;  189O.  —  Journ.f.  d.  reine 
und  angew.  Malh.,  t.  CXIX,  p.  25i,  232. 
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d'un  système  orthogonal  ((C').  La  substitution  de  ces  expressions 
change  les  relations  (2)  et  (3)  en  les  suivantes  : 

€.€'  E CjA  =  A'  [( fc' ) , /, «; ,  +  ( ce' ),A  a'., ,,  -t-  (  ii  )ih  a', ,  -  i  («')>*] , 
—  i€€'E      =  A'[(  «'),,«;,,  +  («')2i«',i2  +  («')3i«33  —  '(«')•.*] 


et 


(!:c'E/?^(e)  =  a'[(cc'),a/>;  +  (cc')oap1  +  (cc')3/, /->;,-  /(rc'),^*-;], 


De  la  même  manière,  je  lie  au  système  (A'J  un  troisième  système 
orthogonal  (A"),  au  système  (A")  un  quatrième  système  ortho- 
gonal (A'"),  et  en  continuant  ce  procédé  je  déduis  les  relations  sui- 
vantes : 


(2') 

et 

(3') 


£ E^3A  =  A'"' [e-,/,»;;  -f-  c.^a"^'^  -4-  c-a^a';;  —  ic^^], 
-  ieE     =  AM[c,,<;  -h  C2,a;:. -+-  C3,<;  -  ic,,], 

£E P3 (c)  =  A ") [u-, ,  p";  ■+-  co, p:"  4-  C3, p™'  -  te,, p'3''] 

(v  =  o,  I,  2,  ...), 


et 


e  =  ^j.  +  '•;.  -+-  '•à  +  -J>  =  '=u + -2-  -+-  -i.  -+-  •=: 

e  =€€'€"...€'">. 
Les  coefficients  constants 

.,;=(cf'c"...c""),7       (^y=  1,2,3,  4) 
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s'obtiennent  en  composant,  d'une  manière  définie  par  l'équation  (8), 
le  système  orthogonal  (C(£')  au  système  orthogonal  (C"),  le  système 
(CCC")  au  système  (€'")  et,  ainsi  de  suite,  le  système  (€€'. . .  C"'-") 
au  système  (C"'  ). 

Désignons,   de  plus,  les   coefficients  adjoints  aux  coeflicients  ,,y 
('\j  =  I,  2,  3,  4)  par  a,„„  et  G„,„  (/«,  «  =  1,2,  3),  et  posons 

Alors  on  reconnaît  aisément  le  théorème  : 

IV.  Les  fonnules  établies  aux  théorèmes  l,  II,  III,  subsistent 
encore,  si  l'on  remplace 

A,  a,„„,  p,„  C'a;  51,  n„,„,  jD,  b,„„,  €,  c,v;  /,7,  L,y,  T 

respectivement  par 

Z.e.y  quantités  (,j,  J^,y,  E  découlent  des  quantités  l^j,  L,y,  T  />a/'  /a 
substitution  de  cjj  au  lieu  de  Cij. 

Ainsi  tous  les  problèmes  auxquels  conduisent  les  équations  dilTé- 
rentielles 

di  dpf>  ~  P'   dpf  ~  P''  'ôpf'' 
où 

1,2,3  3  ^    1.2,3 

2  5  ==2  '''««  P'mPn    -  ^■•■'  "-''J"'  -  2»'';'2  ^h,pT  =  i^  (  2  '''"'>  P"'  P''    ^  ^'  ) 
(V  =  0,   1,2,  ...) 

sont  résolus  complètement  par  les  expressions  des  éléments  a^,„,  p'I , 
v'I^  caractérisées  au  théorème  IV,  si  l'on  y  détermine  encore  les  quan- 
tités u,  V,  G,  cjj,  a,„n,  6,nn  psi"  Igs  dounécs  des  équations  différentielles. 
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SECONDE  PARTIE. 

G.  Problème  de  la  rotation  de  n  corps  liés  l'un  à  l'autre.  Equa- 
tions différentielles.  —  Les  nouvelles  expressions  établies  dans  le 
théorème  I  comprennent,  comme  cas  spécial,  la  solution  du  pro- 
blème qui  consiste  à  trouver  la  rotation  de  n  corps  solides  dont  l'un 
tourne  autour  d'un  point  fixe  et  les  autres  n  —  i  corps  de  révolution 
autour  d'axes  fixés  au  premier  corps,  soit  cju'aucune  force  accélératrice 
ne  les  sollicite,  soit  cjue  le  point  fixe  coïncide  avec  le  centre  de  gravité 
et  cjue  la  pesanteur  agisse  seule  (  '  ). 

Afin  d'établir  les  équations  difl'érentielles  de  ce  problème,  suppo- 
sons d'abord  l'argument  v  constant  et  posons 

Il  =  ri{J—t„), 
m,  =  m^dt,  Ijjdt  =  1/y. 

En  ce  cas,  il  suit  du  théorème  I 

(9)  G  =  e^^'"^'^"         (5  =  0,1,2,3). 


Posons  encore 
(10) 


p,  =  p  dt,      P2  =  (/  (ft^      p3  =  '■''/)      ':i  =  '■  <^^^ 

l,,  =  a,  1.4==?,  1.11  =  T'  lv»  =  o. 


et  soumettons  les  coefficients  l^j  aux  conditions 

i^:  =  i;;=o,     i^:  =  i;^=o,     i::  =  i^;=o, 


^^-^    '       i;;  =  A,  ii:  =  \i,  i-  =  c, 


(')  Les  conditions  de  ce  problème  se  Iroiivenl  réalisées  dans  l'appareil  connu 
sous  le  nom  de  gyroscope  de  Bolinenberj,'er-l'\)ucault. 
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OU  aux  condilioHs 

(\  ) 

\  l..  =  A,         \,,=  B,         1,,=  C. 

où  K,  ji,  Y,  0,  A,  B,  C  désignent  des  constantes. 

Alors  j'obtiens  les   relations   caractéristiques  (4)  dans   les   deux 
formes  différentes 

/    —  i^O■,^a,,,  =  Ap  -+-  o.(y.p  -h  ^^q  -h  y/'  —  '0,..p), 

(AV,)        ■    —  i(Co.,.a.i.,=  Bq  -h ''^(y.p -T- '{if/ ^  ^{1-  —  io^.,^), 

—  'Co,j<:/33  =  C/-  -H  Y(  %p  -i-  J5^  -H  Y'"  —  î^ii  ^O 

ou 

.    —  /(Ca^,  =^  Ap  —  iy.v, 

—  i^a.j.,  =  Cr  —  «yi;, 
de  sorte  cjue  les  équations  différentielles  deviennent 

A'^=ih-C)yr-€C^r-yq), 

(  W,)         ^  B  g  =  (  C  -  A)7y,  -  (i:(Yp  -  a/-), 

^'^  =(.A-B)/;y-(i:(a.y-?/^) 


(V,)  ;  B§  =  (C-A)/y,-,\(Y/>-ar)  +  /?J\ 

C  ^  =  (A  -  B  )/j^  -  /i(  >^  -?/>)-+-  'T  ^• 


Les  relations  cjui  existent  entre  les  intégrales  de  ces  équations  diffé- 

Journ.  de  Math.  (5'  série),  lome  V.  —  Kasc.  II,  i8(>().  -'- 
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renliellcs  prcnncnl  la  forme 

I    (/.p  -h  '^q  -h  yr  —  /o,, .,  r  =  — C, 
^  )  (Ap  -  €^Y-^(Bq  -  €r^y  +  iCr  -  €yy=-^  ol€\ 
'     '  (Ap~<£a)a,,-h(Bq-€^^)a,,  +  (Cr-€y)a,,  =  -i€o.,,, 
A/r+Bry=+C/"  =  — C- 

a.p  +  !5(*7  4-77-—  io,.,\\,  =  —  €, 

,  (Ap  -  ioLv.y  +  (Bq  -  i{i.;y  -^  (Cr  -  iy.-,y-  ^  -dL', 

'  (Ap  -  i.y.v.,,)a.^,  +(Bq  -  i''^i\j)a.^.,-t-(C7-  —  iyv,t)a^^  =  —  i€, 


A /j-  +  B  y-  -+-  C  /•-  -h  0  i  1  ('■  -I-  2  i(£,  v  =  o. 

Supposons  maintenant,  dans  le  cas  de  deux  corps,  que  A,  B,  C 
désignent  les  quotients  des  principaux  moments  d'inertie  du  système 
et  du  moment  d'inertie  du  deuxième  corps,  et  a,  ^,  y  les  cosinus  direc- 
teurs de  l'axe  autour  duquel  le  deuxième  corps  louinc.  Si  l'on  rem- 
place a,  p,  Y  par  a,  a,,  a^,  C  par    -  w  et  —  /'o..,v  par  -^ ,  en  désignant 

par  0  l'angle  qui  détermine  la  position  instantanée  de  ce  corps,  les 
équations  diflerentielles  (  W„  )  deviennent  identi([ues  à  celles  que 
M.  Wangerin  (')  a  établies. 

De  l'autre  côté,  si  l'on  remplace  —  c  par  w,  en  désignant  maintenant 
par  co  la  vitesse  angulaire  du  deuxième  corps,  les  équations  (V^,  )  de- 
viennent celles  dues  à  M.  Volterra  (-). 

Dans  le  cas  général  de  /i  corps  liés  l'un  à  l'autre  de  la  manière  indiquée 
ci-dessus,  on  peut  généraliser  aisément  l'interprétation  mécani(]ue  des- 
dits coefficients. 

7.  Dclerininalion  des  ('oiialantcs  à  l'aide  des  équations  différen- 
tielles.   —    Je  vais    déterminer   les  coefficients  i*,y   et    les   cpiantités 

(')  V  cher  die  Rotation  mit  einandcr  verbundencr  Kôrpcr  [Unii-ers.  Sclir. 
Halle,  1889,  p.  17,  18).  Je  dois  un  exemplaire  de  oe  Mémoire  rare  à  la  Mctivcil- 
lance  de  M.  E.  Lampe.  —  Voir  aussi  V.  Skiif,  Diss.  lionn,  1890. 

(■')  Sulla  rotazione  diitn  corpo  in  citi  esislono  sistemi policiclici  {  Anit.  di 
\îat..  t.  XXIV,  p.  37).  —  Voir  aussi  Atli  di  Torino.  t.  \\X. 
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^^'  —'  ~~;  •"()  "'25  '"3)  »'o  P'ii'  ^^)  1^)  <^5  sf)  t^)  IS  ^i,)  '»'"si  que  la 

fonction  G  et  rargument  u  comme  fonction  de  /.  Voici  les  calculs  : 

Entre  les  coefficients  Ijj  et  i\y  existent  les  relations  (  )),  dcjnt  il  suil 

C  -^  =  /,. f„ -i-  /,..r..,  +  /,,i-,,  +  /, .,r.,, 

,„^  1  1      ly  1  -     -y  1  ■>      iy  1  .      .y 

C  ^  = /.,,  f  ,y  ^- /..a-.,,  ^ /.,  ,c,, -^ /....C, 

'"y        -'    '^        -  -'        -'  ■■'        -•    "    (        /  /  -- r,  ■>.,_:!,',  \ 

Dans  le  cas  caractérisé  par  (^^  ),  elles  preiineiil  la  foiine 
(Co,,,  'i^-  =  Al-,,-   /Cc,,a^, 

'"y  '  y'" 

m  ,  ^  "   '   m  , 


dans  le  cas  caractérisé  par  (\),  l'autre  fonne 

(V..,)         ■ 


Ml  .  'y         i     - 


y     '      (  «ay  T^   -"i»  '  sy 


l^a  résohilion  de  ces  systèmes  d'équations  linéaires  CDiidnil  à  fécpia- 
tion  l)i(|ua(liali([ue 

(,ii;  M(A)^o,  X  =  m-', 


T72 

OÙ,  dans  le  premier  cas. 
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O                          O  — /CxA 

O             C-Co,,A  -/€yX 

5i'.Y  ^, .  -4-  «ex 


dans  Tautre  cas  (  '  ), 

A  -  €\ 

M 


0.../^ 


B  -  C  A 


C-C'A 


i€i 


Les  racines  de  ces  équations  biquadratiques  fournissent  les  valeurs 
de  m,,  m.,,  m.,,  m„.  Si  Ton  désigne  encore  les  mineurs  de  troisième 
ordre  du  déterminant  M  par  M,^,  on  a 


(12^ 


M,,  ' 


d'où  les  coefficients  adjoints  «,„„  et  A,„„  se  déterminenl  à  l'aide  des 
équations  (i). 

Après  avoir  trouvé  les  valeurs  de  m,,  m^,  m.,,  m„,  on  tire  du  théo- 
rème I  les  égalités 

m I  =  ni  ^'-^  +  d log G  j , 


m.,  =  », I  — h  c/logCi  ), 


-  +  f/log(j  j, 


(')    Voir  VoLTERRA,  Sul  moto  di  un  sistcma  ncl  tjiiiilu  su. sis  ton  a  nmti  inlcrni 
Klfizionnri  {Alti  di  Torino,  t.  \XX). 
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qui,  au  moyen  de  relations  connues  (  '  ),  conduisent  aux  équations 


m .,  —  m .,  = 


m.,  —  m,  = 


«;,    îvï,  V 


-/,(m,,—  m,,)  (m,—  m,,) 
s/,^/(m/,  —  tDo) 

doù  il  suit 
l    il,  3*,  V  :  /c^^jV  :  i£.j 


'2-3 

J,vi 

V 

« -., 

■i  V  3'., 

V 

-3-1 

cj-svcr 

V 

"Î3 

S'VO'j 

V 

£,E, 

rflVÏ 

2V 

d^v 

£,£.2  £3    O'iVJjVS'aV 


1    h,k,l^  I,  2,  3    I 
<  a,  3,  I   >; 

'  3,1,2! 


(i3) 


i        =  (m.,  —  ni;,)-  :  (m,  —  m,  )-  :  (m,  —  nu)-  :  { 


w.-/(m/,—  m,) 


Il  reste  enfin  à  déterminer  la  constante  n.  Des  é([uations  établies 
ci-dessus 

m,         3",  V         m,         3'!,  V         m.,         'i\\         m,,  3'' v 

/J  ï,  V  II  -j,  V  /l  j^N  II  ■j  V 

on  obtient  C^),  en  profitant  d'une  relation  connue, 

(i4)  ti,n-  =  £*£/(m„  —  m/,  Xm^.  —  ni/), 

où  d'après  (W.,) 


m,= 

m,  = 

^l^(-^?ÏÏ)- 

1113  = 

%(-va' 

tCr;, 

ar,. -(-  pf24-t-  Y'n  +  «u'n 


(')    Voir  Weierstrass-Scbwarz,  Formclii  uiid  Lehrsâtze  zuin  Gebraticlte  der 
elliplisclien  Fuiictionen,  p.  29;  et  F.  Caspary,  loc.  cit.,  p.  Sgo,  SgC). 

("-)     Fo('/-  \0LTERI1  A,    loc.   Cit. 
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d'après  (Vj) 


1113  = 

ni„  = 


«^n 


.-Vf,,-i-ac., 
Cr,, 

Cfas  +  T'is' 


ar,.-f-  3f,. 


8.  Géncralisation  du  problème.  —  Le  problème  de  rolalioii  que 
je  viens  de  traiter  peut  être  généralisé  de  la  manière  suivante  :  Soient 
un  corps  et  les  n  —  i  corps  correspondants  définis  plus  haut  (p.  j68); 
je  considère  dans  chacun  de  ces  n  —  r  corps  une  série  de  m  corps  de 
révolution  tels  que  chacun  de  ces  m  corps  tourne  autour  d'un  axe  fixé 
au  corps  qui  le  précède.  Les  expressions  des  éléments  du  système 
orthogonal  qui  détermine  le  mouvement  de  ce  système  dynamicjue 
découlent  immédiatement  du  théorème  IV,  si  l'on  y  choisit  encore 
convenablement  les  quantités  n,  v,  G;  cjj,  a,„„,  i;,„„  par  la  méthode 
employée  dans  le  numéro  7. 

Ce  système  dynamique  appartient  à  ceux  que  IL  \on  Ilrlmliollz  a 
appelés  sysfènies  polycycliques. 


SUR    LÉGALITÉ    DE    CLA.USIUS.  I  yj 


Sur   l'égYf/ité  (le   ('laiisiii.s 
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Tout  le  monde  connail  la  forme  sous  laquelle  Clausius  a  élcndu  le 
théorème  de  Carnot  à  tous  les  cycles  réversibles  et  la  méthode  qui  lui 
a  permis  de  déduire  du  théorème  de  Carnot  cette  forme  plus  générale. 
G.  Kirchhofî(  '  )  a  quelque  peu  modifié  cette  méthode  sans  en  changer 
l'esprit  essentiel. 

Ces  démonstrations  ne  peuvent  être  rendues  rigoureuses  qu<' 
moyennant  l'emploi  de  précautions  longues  et  minutieuses;  dans  la 
seconde  Partie  (')  de  notre  Commenlaire  aux  principes  de  la  Ther- 
modynamique, au  Chapitre  III,  nous  avons  indiqué  quelles  précau- 
tions exigeait  la  démonstration  de  Clausius;  ce  que  nous  avons  dil 
pourrait  être  presque  textuellement  répété  en  ce  qui  concerne  la  dé- 
monstration de  G.  KirchhofT. 

Nous  nous  proposons  d'indicpier  ici  une  démonstration  qui,  tout  en 
étant  susceptible  de  la  même  rigueur,  nous  semble  plus  brève  et  plus 
éléganle. 

Nous  supposerons  élahli  que,  pour  tout  cycle  de  Carnot  réver- 
sible décrit  entre  les  températures  {lues  sur  un  ihernwmètre  quel- 


(')  G.  KiRCHHOFF,  Vorlesungen  iiber  (tiu    Théorie  der   ]Vàrme,  p.  58  (Leip- 
zig, 1894). 
\-)  Journal  de   Malhi-imUùjiies  pures  et  a/'plùjuées,  /,''  série,  t.  1\,  p.  29:0; 

.893. 
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conque)  2r,  &', 

,  on  a  l'cgalilr 

(0 

-^iê^=«' 

F(S')  étant  la  température  absolue  qui  correspond  à  la  leni[)érature  j, 
lue  sur  un  thermomètre  quelconque,  et  Q,  Q'  désignant  les  quantités 
de  chaleur  dégagées  par  le  système  pendant  qu'il  parcourt  respective- 
ment Tisotherme  relative  à  la  température  Ir  et  l'isotherme  relative  à 
la  température  &'. 

Nous  garderons  ensuite  tout  ce  qui  a  été  dit  aux  n"*  1  et  2  du  Ciia- 
pitre  III  du  Mémoire  considéré,  sauf,  toutefois,  une  phrase  du  n"  *Z. 
Cette  phrase  est  la  suivante  : 

«  Nous  admettrons  qu'un  espace  à  adiabaticjucs  réversibles  ne  se 
ferme  jamais  sur  lui-même  comme  une  ligne  fermée  ou  une  surface 
fermée,  mais  qu'il  forme  toujours  un  espace  simplement  connexe 
s'étendant  jusqu'aux  limites  du  champ  des  valeurs  de  a,  [i,  . . .,  A,  2r.  » 

Celle  phrase  énonce  une  restriction  inutile;  elledoit  être  supprimée. 

Les  é(pialions  d'équilibre  du  système  étant 

I   A=/,(a,[5,...,  A,2;), 

B=/p(a,[i,  ...,}.,&), 

{■^)  '   

[   0=/^(a,  ^,  ...,A,  r), 

les  coefficients  calorifiques  du  système  en  équilibre  sont  des  fondions 
de  a,  j3,  .  . .,  "A,  S?  définies  par  les  égalités 

1^)  '    

le      :^-    ^    -    /t, 
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OÙ  E  est  Féquivalent  mécanique  de  la  chaleur  et  U  l'énergie  interne, 
fonction  continue  et  uniforme  de  a,  p,  . . .,  A,  r. 

Nous  supposerons  que  R^,  Rp,  . . .,  R),,  G  sont,  ainsi  que  leurs  déri- 
vées partielles  du  premier  ordre  par  rapport  à  a,  ^,  . . .,  A.  r,  des  fonc- 
tions continues  de  a,  ^,  . . .,  À,  j. 

Nous  remplacerons  les  développements  donnés  à  partir  du  n"  3  du 
Mémoire  cité  par  les  suivants  : 

5.  Propriété  fondamentale  des  cycles  isotliermiques.  —  Consi- 
dérons un  cycle  isothermique  réversible  ;  un  tel  cycle  peut  évidemment 
être  regardé  comme  un  cycle  de  Carnot  particulier  dans  lequel  les 
deux  températures  limites  r,  r'  sont  égales  entre  elles.  L'égalité  (i) 
conduit  alors  au  théorème  suivant  : 

Si  un  système  décrit  un  cycle  isotlicrmique  réversible,  il  dégage 
une  quantité  totale  de  chaleur  égale  à  o. 

La  quantité  de  chaleur  dégagée  durant  une  des  modifications  iso- 
thermiques élémentaires,  dont  la  suite  constitue  le  cycle,  a  pour 
valeur 

./Q  =  -  (  R^  rfa  +  R^  f/3  + . . .  +  R,  d\). 

Le  théorème  précédent  donne  donc,  en  vertu  des  égalités  (3), 

-  ^  j^(/,  dy.  +  fo,  <j  + . . .  -f- /,  f/A). 

Or,  la  fonction  U  étant  une  fonction  uniforme  et  continue  de  a, 
Ji.  . . .,  A,  S-,  la  première  intégrale,  étendue  à  un  cycle  le  long  duquel  la 
température  r  demeure  invariable,  est  égale  à  o.  L'égalité  précédente 
devient  donc 

(  4  )  /(  .A  dy.  +  /3  d'^+...  +  />.  d\  )  =  o, 

ce  quon  peut  énoncer  de  la  manière  suivante  : 

Lorsqu'un  système  parcourt  un  cycle  isothermique  réversible,  Ir 

Journ.  de  Math.   (5"  série ),  lome  V.  —  Kasc.  II,  iSyg.  --J 
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travail  effectué,  dia-anl  le  parcours  de  ce  cycle,  par  les  actions  exté- 
rieures qui,  à  chaque  instant,  le  maintiennent  en  équilibre,  est 
égal  à  o. 

Ce  théorème  a  été  donné  par  J.  Moulier. 

Considérons  dans  l'espace  des  a,  3,  ...,  A,  z,  une  liane  fermée 
quelconque  le  long  de  laquelle  r  garde  une  valeur  constante.  En  vertu 
du  corollaire  énoncé  au  n°  1  du  Mémoire  cité,  cette  ligne  peut  tou- 
jours être  regardée  comme  le  tracé  d'un  cycle  isolhermique  réversible 
auquel  l'égalité  (4)  est  applicable. 

//  existe  une  fonction  (J('x,  ^,  . . .,  A,  3r)  telle  que  l'on  ait 

Lorsque  'b  est  maintenu  constant,  cette  fonction  est  une  Jonction 
uniforme  et  continue  de  ol,  '^,  . . .,  A. 

On  peut  toujours  lui  ajouter  une  fonction  arbitraire  de  z. 

ï.  Continuité  et  uniformité  de  la  fonction  y.  —  Si  la  tempéra- 
ture z  varie,  la  fonction  (|'  peut  n'être  plus  une  fonction  uniforme  et 
continue  des  variables  a,  |i,  . . .,  A,  z.  A  cet  égard,  nous  poserons  suc- 
cessivement deux  questions  : 

I"  Peut-il  exister,  dans  l'espace  à  n  dimensions  des  a,  ^,  .  . .,  A,  r, 
unespaceDà  (n  —  i)  dimensions  tel  que  la  fonction  (|'(a,  ^,  .  .,  A,  S) 
varie  d'une  manière  discontinue  lorsque  le  point  (a,  ^,  . . .,  A,  z),  se 
déplaçant  d'une  manière  continue,  vient  à  traverser  cet  espace? 

La  fonction  <j'(o£,  ji,  . . .,  A,  'z)  devant  varier  tlune  manière  continue 
le  long  de  tout  chemin  isothermicjue,  on  voit  qu'aucune  ligne  isollier- 
mique  ne  peut  traverser  l'espace  D;  cet  espace  est  donc  isolliermicpie. 

5/  la  fonction  (/(a,  ^,  . . .,  A,  r)  est  discontinue  le  long  d'un 
espace  D,  à  (n  —  i)  dimensions,  tracé  dans  l'espace  des  a,  '^,  ...,  X, 
2r,  la  température  a  la  même  valeur  en  tous  les  points  de  l'espace  D. 
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Menons,  s'il  en  existe,  au  travers  de  l'espace  à  n  dimensions  des 
a,  p,  ...,  A,  &,  les  espaces  isothermiques  D,  D',  D",  ...  le  Unv^  des- 
quels la  fonction  Q  peut  être  discontinue;  soient  0,  0',  0",  . . .  les  tem- 
pératures auxquelles  correspondent  ces  espaces.  Ces  espaces  à  n  —  i 
dimensions  divisent  l'espace  des  a,  p,  ...,  X,  &  en  espace  à  «  dimen- 
sions partiels,  tels  qu'au  sein  de  chacun  d'eux  la  fonction  cj  varie  d'une 
manière  continue;  ainsi  la  fonction  (j' sera  assurément  continue  si  la 
température  ^  demeure  comprise  entre  0  et  0'.  Mais,  dans  ce  domaine, 
cette  fonction  peut  n'être  pas  uniforme.  D'où  la  question  suivante  : 

2"  Dans  une  région  de  l'espace  des  a,  [3,  . . .,  A,  &,  où  elle  varie 
d'une  manière  continue,  la  fonction  (J  admet-elle  un  espace  cri- 
tique C  à  (n  —  2)  dimensions? 

Un  tel  espace  critique  est  d'ailleurs  défini  de  la  manière  suivante  : 

Si  deux  cycles  y,  y',  tracés  dans  la  région  considérée,  peuvent  être 

amenés  à  coïncider  comme  forme  et  sens  de  parcours  sans  que  ni  l'un 

ni  l'autre  rencontre  l'espace  C,  les  deux  intégrales  /  dçj,  1  dçj  ont  la 

même  valeur.  Si,  pour  venir  d'un  mouvement  continu  se  superposer  au 
cycle  y,  le  cycle  y'  doit  avoir  avec  l'espace  C  au  moins  une  rencontre, 
et  s'il  n'est  pas  nécessaire  qu'il  ait  plus  d'une  rencontre,  les  deux  inté- 
grales /  dçj,  I  di]  ont  des  valeurs  différentes. 

Considérons  d'abord  deux  cycles  y,  y',  isothermes  et  relatifs  à  la 
même   température   ~.   La  fonction  (]  étant  uniforme    et    continue 

lorsque  &  ne  varie  pas,  les  deux  intégrales  /  c/y,   /  d(j  auront  la  même 

valeur.  On  en  conclut  sans  peine  que  l'espace  isothermique  considéré 
ne  peut  avoir,  en  commun  avec  l'espace  critique  C  k  (/i  —  2)  dimen- 
sions, un  ou  plusieurs  domaines  k  (n  —  3)  dimensions;  s'il  en  était 
ainsi,  en  effet,  on  pourrait  tracer  en  l'espace  isothermique  considéré 
un  cycle  y  susceptible  de  se  réduire  à  un  circuit  évanouissant  sans 
tendre  vers  un  point  de  l'un  des  domaines  à  (n  —  3)  dimensions,  et 
aussi  un  cycle  y',  susceptible  de  tendre  vers  un  point  de  l'un  de  ces  do- 
maines; il  est  clair  que,  pour  amener  le  circuit  y'  à  coïncider  avec  le 
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circuit  -{,  il  serait  nécessaire  et  suffisant  de  rencontrer  une  fois  et  une 
seule  l'espace  critique  C,  en  sorte  que  /  ch]  et  /  d(l  auraient  des  va- 
leurs différentes,  contrairement  à  ce  que  nous  venons  de  démontrer. 

Donc,  deux  faits  peuvent  se  présenter  : 

Ou  bien  l'espace  isolhermique  S  ne  rencontre  pas  l'espace  cri- 
tique C; 

Ou  bien  l'espace  isolhermique  r  a,  avec  l'espace  critique  C,  en 
commun,  un  domaine  continu  à  (n  —  2  )  dimensions.  D'où  le  théorème 
suivant  : 

Si,  dans  une  région  oii  elle  varie  d'une  manière  continue,  la 
fonction  (J  admet  certains  espaces  critiques  C,  C,  ...  à  («  —  2)  di- 
mensions, chacun  de  ces  espaces  appartient  en  entier  à  un  espace 
isotherme  à  (n  —  i)  dimensions. 

Soit  &  =  /  l'équation  qui  caractérise  un  espace  isothermique  I,  sup- 
posé contenir  un  espace  criticjue  C.  Soient  /'<^  /  et  ("<C  l  deux  tempé- 
ratures telles  cjue,  lorsque  &  varie  entre  les  limites  t',  t",  la  fonction  ç 
varie  d'une  manière  continue  et  n'admette  pas  d'autre  espace  critique 

cjue  l'espace  C.  Proposons-nous  d'étudier  la  valeur  de  /  dg  le  long  de 

cycles  non  isothermiques  rencontrant  l'espace  I  ;  pour  ne  point  entrer 
en  d'inutiles  complications,  considérons  seulement  les  cycles  qui 
percent  l'espace  I  en  deux  points  :  l'un,  M,  où  la  température  passe  de 
valeurs  inférieures  à  ^  à  des  valeurs  supérieures  à  t]  l'autre,  N,  où  la 
température  passe  de  valeurs  supérieures  à  t  à  des  valeurs  inférieures 
à  t. 

Il  est  clair  que  deux  cycles  pour  lesquels  les  points  M,  N  sont  les 
mêmes  peuvent  être  amenés  à  coïncider  sans  que  ni  l'un  ni  l'autre  ren- 
contre l'espace  C;      d(J  a  donc  pour  ces  deux  cycles  la  même  valeur. 

Pour  connaître  cette  valeur,  on  peut  donner  une  forme  particulière  au 
cycle  qui  passe  par  les  points  M,  N.  Supposons  que  les  (n  —  1)  égalités 

(G)  Ha=0;  Hp=o,  ••■,  •*).=  '> 

ne  soient  simultanément  vérifiées  ni  au  point  M,  ni  au  point  N. 
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On  pourra  alors,  par  chacun  de  ces  points,  mener  au  moins  d'une 
manière  une  ligne  infiniment  petite  vérifiant  l'équation 

R^rlv.  +  n.r/^  +  . . .  ^  R,  rfA  +  Cc/^  =  o 

et  représentant  par  conséquent  une   modification  adiabatique,  sans 
que  l'on  ait  le  long  de  cette  ligne 

d'z  =  o. 

Au  point  M,  menons  une  telle  ligne  infiniment  petite,  du  point  rn, 
où  '^  =  t  —  t,  au  point  m',  où  ^  =  /  H^  £.  De  même,  au  point  N,  me- 
nons une  telle  ligne  infiniment  petite,  du  point  n,  où  ^  =  /  —  £,  au 
point  n',  où  r  =  ^  -f-  £.  Joignons  les  points  m,  n  par  une  ligne  iso- 
thermique, de  température  (t  —  t),  et  les  points  m',  n'  par  une  ligne 
isothermique,  de  température  (/  +  £). 

Le  long  du  cycle  mm' fi' nm,  l'intégrale  1  d(J  a  la  valeur  que  nous 
nous  proposons  de  calculer;  d'ailleurs  /  d(J  et  /  dxj  étant  visible- 
ment des  quantités  infiniment  petites,  l'intégrale  dont  nous  voulons 
calculer  la  valeur  diffère  infiniment  peu  de 


f  dq  ^j  dç. 


Mais  le  cvcle  considéré  est  un  cycle  de  Carnot  réversible,  auquel 
l'égalité  (i)  est  applicable.  En  vertu  des  relations  (3)  et  (5),  cette 
égalité  devient 

U(m')—  U(/i')        U(/0  — U(w) 


(7)      1      +En^)l|f''«-i''?----| 

La  fonction  U  étant  uniforme  et  continue,  la  somme  qui  figure  à  la 
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première  ligne  est  infiniment  petite.  Si  l'on  observe  que  le  long  des 
lignes  m'n\  nni,  &  ne  varie  pas,  on  voit  que  l'égalité  précédente 
entraine  la  conséquence  suivante  :  La  quantité 


îT^)£,5"^F(^X/^^^ 


est  inflniment  petite.  Cette  proposition  équivaut  d'ailleurs  à  celle-ci  : 
La  quantité 

est  infiniment  petite;  ou  enfin  à  celle-ci  : 

Prise  le  long  d'un  cycle  qui  est  tracé  dans  une  région  où  Q  varie 
d'une  manière  continue  et  qui  rencontre  l'espace  I,  l'intégrale 


!'"■< 


est  égale  à  o,  pourvu  qu'en  aucun  des  points  de  rencontre  du  cycle 
et  de  l'espace  I  les  (n  —  i)  égalités  (6)  ne  soient  simultané  nie  ni 
vérifiées. 

Cette  proposition,  à  son  tour,  entraîne  cette  autre  : 

5/,  dans  l'une  des  régions  oii  (J  est  fonction  continue  de  a,  [5,  . . ., 
A,  &,  //  n'existe  aucun  domaine  à  (n  —  i)  dimensions,  d'étendue 
finie,  en  fout  point  duquel  on  ait  les  n  égalités 

l  j  =  const., 

(     Ra=  o,  Rp—  O,  ...,  lîj  =  O, 

dans  cet  espace,  la  fonction  (J  est  fonction  uniforme  des  variables 
a,  (3,  ...,  l,  "à. 

S'il  existe  un  domaine  d'étendue  f  nie,  à  (n  —  i)  dimensions,  en 
tout  point  duquel  les  égalités  (8)  sont  vérifiées,  il  se  peut  que  la 


SUR    L  EGALITE    DE    CLAUSIIS. 


iSi 


fonclion  çi  ne  soit  pas  uniforme.  Le  domaine  en  question  forme 
alors  une  coupure  artificielle  transformant  la  fonclion  Ç\  en  fonc- 
tion uniforme,  mais  discontinue. 

(Considérons  maintenant  un  espace  iso thermique  D,  représenté  par 
l'équation  ~  ^  /,  qui  puisse  être  pour  la  fonction  ç  un  espace  de  discon- 
tinuité. Nous  pourrons  toujours,  d'après  ce  qui  précède,  trouver  deux, 
températures  :  Tune,  /',  inférieure  à  /;  l'autre,  /",  supérieure  à  /,  telles 
que  la  fonction  d'  soit  continue  et  uniforme  lorsque  la  température 
varie  entre  /'  et  t,  et  aussi  continue  et  uniforme  lorsque  la  température 
varie  entre  /  et  /". 

Cela  étant,  prenons,  en  l'espace  D,  deux  poiijts  M,  N,  tels  que  les 
égalités  (6)  ne  soient  simultanément  vérifiées  ni  au  point  M,  ni  au 
point  N.  Par  ces  points  faisons,  comme  dans  le  raisonnement  précé- 
dent, passer  un  cycle  de  Carnot  mm'n' nm  etappliquons  régalité(i). 
Nous  oljliendrons  ainsi  l'égalité  (-)  que  nous  pourrons  écrire 

r  li(m')         U(/»)  1         r  Jiiiil.  _  iîllLLl 

_  I  r jw]_  _   {{(m)  -\     i  r  (,(»')    _    (i'(/o  1  ^ 

Faisons  tendre  t  vers  zéro.  Comme  l'énergie  interne  U  est  une  fonc- 
lion continue,  chacun  des  deux  premiers  ternies  entre  crochets  tend 
vers  zéro,  et  il  reste 

Lim[(|(/;?')  —  (|(»')]  =  Lim[f|'("')  —  0'("'1- 

Lors  donc  que  la  température,  en  croissant,  passe  par  la  valeur  /.  la 
fonction  y  augmente  d'une  (juantité  C  (qui  peut  être  o)  indépendante 
des  valeurs  de  a,  [ï,  ...,"A  au  point  où  l'espace  D  a  été  traversé,  à 
moins  qu'en  ce  point  les  équations  (G)  ne  soient  toutes  vérifiées. 

Mais  à  la  fonction  {i  on  peut  toujours  ajouter,  sans  manquer  à 
aucune  des  conditions  auxquelles  elle  doit  satisfaire,  une  fonction 
arbitraire  de  la  température,  continue  ou  discontinue.  En  particulier, 
nous  pouvons  ajouter  à  la  fonction  (j  une  fonction  de  la  temjjérature, 
discontinue  en  tout  point  de  l'espace  D,  et  croissant  brusquement  de 
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( —  C)  lorsque  &,  en  croissant,  passe  par  la  valeur  /.  La  nouvelle  fonc- 
tion a  variera  alors  d'une  manière  continue  lorsque  le  point  fîguratil' 
traversera  Tesjjace  D,  à  moins  que  cet  espace  ne  contienne  un  domaine 
fini,  à  (n  —  i)  dimensions,  en  tout  point  duquel  les  égalités  (8) 
seraient  vérifiées. 

Nous  arrivons  donc  à  la  conclusion  suivante  : 

On  peut  toujours  supposer  que  la  fonction  ç(a,  p,  ...,  A,  ^)  cj[/i 
figure  dans  les  égalités  (5)  est  une  fonction  continue  et  uniforme 
des  variables  a,  [3,  . . .,  A,  Sj,  pounii  que  l'on  exclue  du  champ  de 
variation  de  ces  variables  tout  domaine  à  («  —  i)  dimensions, 
d'étendue  finie,  en  tout  point  duquel  les  équations 

l  "b  =  const., 

(8) 

(ri«=o,      Rp=o,       ...,      Rx  =  o, 

seraient  simultanément  vérifiées. 

Ce  n'est  que  par  une  hypothèse  que  nous  pouvons  nous  débarrasser 
de  celte  dernière  restriction  et  dire  : 

En  toutes  circonstances,  on  peut  supposer  la  fonction  (|  continue 
et  uniforme  dans  tout  l'espace  des  cf.,  p,  . . .,  A,  ~. 

5.  Emploi  du  cycle  de  Carnot  élémentaire.  —  Considérons,  dans 
l'espace  des  a,  |3,  . . .,  A,  Sr,  un  point  où  Fou  n'ait  pas  les  («  —  i)  égalités 

(5)  Ra  =  o,  Kp  =  o,  ...,  R),=^o. 

Admettons  (ju'aw  voisinage  de  ce  point  les  fonctions  Rœ,  Rp,  . . . , 
R),  C  soient  continues  et  admettent  des  dérivées  partielles.  Alors,  au 
voisinage  du  point  considéré,  la  fonction  Q  est  certainement  continue 
et  uniforme;  en  outre,  l'écjualiou 

H,,  dy.  -t-  Rp  f/[iJ  + .  .  .  H-  R)  d\  +  (  :  dx  =  o 

n'a  pas  [)our  conséquence 

d'h  =  o. 
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on  snrlc  que,  par  le  point  considéré  et  par  les  points  voisins,  on  peut 
mener  au  moins  une  lii^nc  adiabatique  réversible  qui  ne  soit  pas  une 
ligne  isotiiermique  et  ne  soit  pas  tangente  à  une  ligne  isothermique. 
Soit  i(a,,  3,,  ..  .,  A,,  j)  le  point  considéré.  Par  ce  point  menons 
une  isothermique  réversible  1-2  qui  nous  amène  au  point  infiniment 
voisin  2(y..,,  [3o,  .  .  .,  Xj,  z).  Soit  r'une  température  inliniment  voisine 
de  J.  Par  le  point  i  menons  (ce  qui  est  possible)  une  adiabatique  ré- 
versible i-i'  le  long  de  hupiclle  on  n'ait  pas  dZ  =  o.  Sur  cette  adia- 
balicjue  se  trouve  un  point 

inliniment  voisin  du  point  i  où  la  température  est  'b'.  De  même,  par 
le  point  2,  menons  une  adiabatique  réversible  2-2',  le  long  de  laquelle 
on  n'ait  pas  f/r  =  o.  Sur  celte  adiabatique  se  trouve  un  point 

2'(a;,  p;,. . . .,  A'j,  S;'), 

infiniment  voisin  du  point  2,  où  la  température  est  z'.  Relions  les 
points  i',  2'  par  une  isothermique  réversible  i'-2'. 

Le  cycle  i-2-2'-i'-i  est  un  cycle  de  Carnot  réversible  auquel  on 
peut  appliquer  l'égalité  (i). 

Cette  éiialité  nous  donnera  l'égrâlité 


R^,(a,-a,)  +  R3,(p,-P,)+. 

..  +  R)„(Xo 

-^^i) 

F  (S) 

■  •+«).,()>; 

-K) 

F(&') 
égalité  dans  laquelle 

R,,  =  R,(a,,p,,...,A,,^), 


lui  négligeant  les  infiniment  petits  d'ordre  supérieur  an  second, 

Jourii.  de  Malh.  {'o'  série),  tome  V.  —  Kasc.  II,  1899.  —4 


(î). 
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l'égalilé  prccédenle  peut  s'écrire 

'^^^  [Ra,(  =«2  -=■■)  +  P.3,(3.  -  ?,)+..  .-^  R>„,  X,  -  A,  ij^i'  -  i) 

ffei  [•^('.-'.)+^(?-,-?,)*...+'^T'.;-m](--^) 
-[§f'('.-^.)+':|(?;-?,)+...+-|^a;-Ào](?:-3;. 

+ 

-['7;^'(».-'.)-t<^-?,)+...+^'(>.;->-.)J  (>■.->.;. I 

-  p^  [•ia,(3'-l  -  y-\  -  ''-2  +  ='.)  +  R?,(?i  -  ï,  —  }i  +  ?.)  +•  •  • 

+  R)  l^'/w  —  //,  —  A.  -I-  A,  )|  =  o. 

Miiis,  iraulre  part,  en  ècrlvanlqiie  les  lii^iies  (i-/),  (2-2')  soûl  des 
adialialiipies  réversibles,  nous  trouvons 

R,,K  -='.)  +  %(?'.  -  ?.  )  ^■••+ R-a'>^'.  -  >^.)  +  <^.  (^'  -  ^)  =  '^ 

R,X<  -  a,)  ^-  R^X?;  -  ?.)  ^...+  R>,X>-  -  >w)4-  C,(^'-  r)  =  o. 

En  retranchant  la  première  égalité  de  la  seconde  et  en  négliiicant 
les  infinimenl  petits  d'ordre  supérieur  au  second,  nous  trouvou- 

-  R-,  (a;  -  >..  -  a;  -^a.) 
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La  coinpai-aison  des  éj^'alilés  (())  el  Of>)  doniir  iminédiatcment 
réj^alité 

+ 

Mais  (  a^  —  a,  ),  (^^  —  {i»,  ),  . . .,  ('A.,  —  A,)  sont  des  (juaiiliLés  irifiiii- 
jncntpelilcs  arl)itraires,  en  sorte  que  les  coefficienls  de  ces  binômes 
doivent  être  tous  nuls.  En  supprimant  l'indice  r,  désormais  inutile,  on 
peut  énoucei'  le  iliéorème  suivant  : 

E/i  loid  ('-lai  (a,  [il,  ....  À,  3r)  du  systcinc  où  les  (n  —  i)égalitcs 

{ (3)  Pi,,  =  o,  lîji  =0,  ....  R)  —  o 

lie  .sont  ixi-s-  siuuillaïK-mt'nl  l'rrl fiées,  on  a  les  relations 

1  F  (S;)  ù->.        d''  F(.^)  ~'^' 
I      I      ^ à_     1^.3     _ 

(11)  F(:^)  d'p      ùi^  F(&)  -"' 


F(2r)   ô\         à?j  F  (S) 


Si  nous  supposons  continues  les  dérivées  partielles  des  coefficients 
calorifuiues  Ra,  R|î.  •••-  Rx,  C,  nous  voyons  sans  peine  que  les  éga- 
lités fi  i)  so/it  cxaclcs  en  loiU  point  de  l'espace  à  n  dimensions  des 
a,  [3,  ...,  A,  Sr,  à  moins  que  cet  espace  ne  renferme  un  domaine 
d'étendue  finie,  à  n  dimensions,  en  tout  point  duquel  les  égali- 
tés (5)  sont  vérifiées. 

C'est  seulement  par  voie  d'inpornicsK  que  cette  dernière  restric- 
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tioii  peulèli-f  levée  cl  (jiie  nous  pouvons  énoncer  la  proposition  sui- 
vante : 

Les  cga/i/és  (i  i)  .fo/il  exactes  en  tout  point  de  /'rsparr  à  n  di- 
mensions des  a,  [i,  . . .,  A,  r. 

On  voit  alors  que,  s'il  existe  un  domaine  à  n  dimensions  en  tmit 
point  duquel  les  égalités  (5)  sont  vérifiées,  on  a  aussi,  en  tout  poini 
de  ce  domaine, 

/,^\  OC  àC  àC 

et  la  capacité  caloi'ijique  C  est,  en  ce  domaine,  fonction  de  la  seule 
tcnij>cratur<'  z. 

(>.  Potentiel  themiody  nanti  que  interne  et  entropie.  —  I^es  ci;a- 
lilés  (3),  jointes  aux  égalités  (  "i),  nous  pernieHeul  d'(''crire 

(  i3^  ''       F(3)        d'^     F(S)    ' 


r-    R-A     _  ^  EU  —  (i 


F  (S)        d\     FcSr) 
Dailleur's.  les  égalités  (  1 1)  et  (i3)donnenl 


'  ,,  ()      C  <)  f  d   EU  —  (,' 


<)%  F(^)        ,h\ô1:     F(^)    )' 


C^es  ('galih's   nous  euseigncnt  rpie   les  deux  IniicllMMs  liniriinncs  el 
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conlinues  p— r  et  ■x;r  — fc, , ^  /'  ne  diffèrcnl  runc  de  raulro  (lur  \>:\v  une 
fonction  uniforme  et  continue  de  la  seule  varialilc  ~,  o(~)  : 

Déterminons  une  l'onelion  uniforme  et  continue  de  .r.  ^r(.'r),  par  la 
condition 

cl  posons 


ainsi  que 

('7)  -ES  =  -F(^- 

Les  fA/"«./"  fonctions  ,i  cl  S  so/?/  c/e«x'  fondions  continues  et  uni- 
formes de  a,  p,  . . . ,  A,  S.  La  fonction  j'  se  nomme  le  potentiel  tlicrmo- 
dyiiamique  interne  du  système  et  la  fonction  S  V entropie  du  syslènx'. 

En  vertu  de  Tégalité  (iG),  les  égalités  (5)  peuvent  s'écrire 

En  vertu  des  égalités  (i3),  (iû),  (i6)  et  (17),  ou  a 


('9) 
(20) 


D'après  les  égalités  (19)  et  (20),  toutes  les  dérivées  partielles  de 
l'entropie  sont  déterminées;  l'entropie  d'un  système  donné  est  donc 
déterminée  à  une  constante  additi^e  près.  On  sait  (pi'il  en  est  de 


OS 

-  of 
c        ^;s 

F  (S) 
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même  de  Icnergie  interne.  Dès  lors,  comme  légalité  (17)  peut  s'écrire 
{i-j  hi.s)  ,?=E[U-F(r)S], 

on  voit  que  l'indétermination  du  potentiel  tlieiinodynainiqiic  ron- 
siste  en  ce  qu'on  peut  toujouis  ajouter  à  celte  fonction  une  quantité 
de  la  forme 

A  +  BF(^), 

oîi  A  et  B  sont  deux  constantes  arbitraii-es. 

7.  L'égalité  de  Clausius.  —  Soit  JQ  la  quantité  de  chaleur  dé- 
gagée dans  une  modification  réversible  infiniment  petite;  les  égalités 
(19)  et  (20),  jointes  à  légalité 

dQ  =  -  (R,</a  -^  Vx^d}  -f-. . .+  R,.rA  +  Cf/r), 
donnent 

(21)  j||_+,/S  =  o. 

La  fonction  S  étant  continue  et  uniforme,  on  en  conclut  que  Von  a, 
pour  tout  cycle  réicrsible,  l'égalité 

Cesl  légalité  de  Clausi'us,  cjue  nous  nous  |)roposions  d'c'taljln'. 
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I.  —  Définitions  et  objet  du  Mémoire. 

1.  J'ai  publié  en  i8<)2,  dans  ce  môme  Journal,  un  Mémoire  élendu 
dans  lequel  j'ai  étudié  les  propriétés  des  intégrales  généralisées  de 
fonctions  illimitées.  J'y  ai  reciierché  sous  quelles  conditions  l'in té- 
orale  double  étendue  à  une  aire  T 


S, /(•'•■' r)^/^r 


est  réductible  à  deux  intégrales  généralisées  simples,  consécutives, 
entre  les  limites  de  T. 

Le  cas  le  plus  intéressant,  les  autres  s'y  ramènent  d'ailleurs,  est 
celui'OÙ  la  fonction  f{x,  y)  est  toujours  de  même  signe.  Dans  ce  cas, 
moyennant  une  restriction  (vérifiée  dans  toutes  les  applications  que  je 
connaisse),  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  la  réduction 
soit  possible  est  qu'elle  conduise  à  un  résultat  déterminé. 

J'ai  cherché  à  supprimer  toute  restriction  à  ce  théorème  :  je  n'y 
suis  pas  parvenu;  mais  la  méthode  nouvelle  que  je  vais  exposer  con- 
duit à  des  résultats  plus  généraux  que  celui-là.  Il  me  parait  intéressant 
de  les  faire  connaître,  car  ils  jettent  une  certaine  lumière  sur  une 
question  importante  et  conduisent,  en  tous  cas,  à  une  solution  géué- 
raledu  problème  de  la  réduction  des  intégrales  doubles. 
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*2.  Avant  de  préciser  le  résultat  principal  de  cette  étude,  je  dois 
rappeler  les  définitions  des  intégrales  généralisées  telles  que  je  les  ai 
données  dans  mon  premier  Mémoire. 

A  cet  oiret,  j'associe  à  la  fonction  f  k  intégrer,  supposée  toujours 
])n>itivi'.  une  fonction  /„  définie  comme  il  suit  : 

/«  =  /       ^i       /<«; 

/„  =  "  ^'         />«• 

Je  pose  ensuite,  })ar  délinition.  riiilervalle  (a,  h)  et  1  aire  T  ('-laiil 
liniili^'s. 

lim    /    f„iyx)dx^  I  /{x)(lx, 
Um'^  f„(x,y)rrT  =  ^  f(x,y)dT. 

3.  Ces  relations  ne  sont  bien  déterminées  que  si  la  fonction  /'„(.'•) 
ou  la  fonction  /„(a;,j^)  sont  intégrables,  Tune  dans  Tintervalle  (a,  ù) 
et  l'autre  dans  l'aire  T,  cjuel  que  soit  n.  Dans  le  cas  contraire,  il  y  a 
une  inli'gralc  par  défaut  et  une  iiitcgralc  par  excès,  toutes  les  deux 
l)i(Mi  délciniinées;  je  les  représente  par 

Les  intégrales  par  défaut  et  jjar  excès  de  la  fonction  illimilée  /'si-roul 
[)ar  définition  les  limites  de  celles-là  quand  n  tendra  vers  i'inliiii; 
cell(»s-ci  seront  donc  déterminées  ou  infinies.  On  aura,  par  e\cm}ili'. 

j  f(x)dx=  lim  y  /„(x)dx, 

''^/{■^■0')<l'T^\\n/'^Ux,y)dT. 
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4.  J'appelle  discontinuité  de  f(x)  au  point  x  la  limite  de  Toscilla- 
tion  de  /(x)  dans  Tintervalle  infiniment  petit  Çx  —  o,  x  -j-  S)  et  je  la 
représente  par 

dise /(a.-). 

De  même,  la  discontinuité  dey(^',  r)  est  la  limite  de  l'oscillation 
de  y  dans  une  aire  infiniment  petite  autour  du  point  {x,y);  je  la 
désigne  par 

disc/(^.7). 

La  discontinuité  sera  le  plus  souvent  différente,  si  Ion  considère 
fiyX^y)  comme  fonction  de  x  seul  ou  de  y  seul  ;  je  représente  ces  deux 
discontinuités  partielles  par 

<\\iCj.f{x,  y),      àhCy  f(x,y). 

11  résulte  évidemment  de  cette  définition  de  la  discontinuité  que  la 
fonction  disc_/(a;)  est  une  fonction  qui  atteint  sa  limite  supérieure 
dans  tout  intervalle. 

5.  Définition  de  la  fonction  m  f.  —  La  méthode  que  nous  allons 
exposer  repose  sur  les  propriétés  d'une  fonction  /«/liée  à  la  fonction/ 
par  les  définitions  suivantes  : 

1°  Si/(x-)  dépend  d'une  seule  variable  x, 

mf{x) 

désigne  le  minimum  de  f(x)  dans  un  intervalle  infiniment  petit  com- 
prenant le  point  X. 

2°  Si/(x,j')  dépend  de  deux  variables  x  ety, 

mf{x,y) 

désigne  le  minimum  de  f(x,y)  dans  une  aire  infiniment  petite  autour 
de  {x,y). 

6.  Réduction  des  intégrales  doubles.  —  La  fonction  ni /  permet 
de  résoudre,  dans  le  cas  général,  le  problème  de  la  réduction  des  inli'-- 

Journ.  de  Math,  (i'  série),  lome  V.  —  Fasc.  II,  1899.  2J 
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gralcs  doubles.  Nous  allons  dcmontrcr  en  effet  que  si,  /(.<',  \)  élantz;o. 
l'intégrale  double 

a  une  valeur  déterminée  :  /■llr  csl  toujours  caalc  au  résul/a/  de  dca.i 
inlégialions  simples  par  défaut  sur  m  f(x y)^  effectuées ,  entre  les 
limites  de  l'aire  T.  Ainsi,  si  celle  aire  est  limitée  i)ar  les  valeurs  a 
et  h  de  x  et  c  et  d  de  j',  on  aura 

ji  /(x,  ru/T  =  /"  d.v  /'  m  fdY=  j    dy  f  mfdx. 

Ce  lliéorèinc  s'étend  aux  intégrales  dun  ordre  quelconque. 


II.       Propriétés  des  fonctions  wf. 

7.  Propriétés  de  la  foitetiou  m  f  d'une  seule  tririaOle. —  En  dési- 
gnant par  /'(.c)  une  fonction  (juelconquc  de  x,  la  nouvelle  fonction 

m/{x) 

jouit  des  propriétés  suivantes  : 

i"  Elle  atteint  sa  limite  inférieure'dans  tout  intervalle (<7,  l>)  et  celte 
limite  est  la  même  que  celle  de  ./(•')  dans  l'intervalle  (a  —  o,  h  -+-  o). 
Seulement  cette  limite  peut  être  inaccessible  jiour  /(.r  ). 

2°  Supposons  f[uc  /"soit^o  et  puisse  croître  indéfiniment  dans  iin- 
tervallc  (a,  h);  décomposons  l'interAalle  (a,  h)  eu  intervalles  inliiii- 
nicnt  petits  A/',  pai'  les  points  ./•,.  ,/..  ...:  soit  H,  le  point  de  l'inler- 
valle  A.r,  où  /y/  /"atteint  son  ininimum  ;  on  aura,  l'intégrale  étant  prise 
par  défaut, 

/    /(x)  dx  =  lim^  "'/(  ?/  )  -^•'■'• 


l>"uiir  |>art,  en  elld,  on  a,  ipirl  (jue  soit  n, 

'j'"f„(x)dx>^mf„(.l)lx„ 
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donc,  pour  n  infini, 

y''f{x)dx='^mfa,)yiU, 

cl,  en  faisant  lendre  les  Ax  vers  o, 

I)  i 
/    /"(x-)  dx-_  lim^  nif(^i)  Aa;,. 

Daulre  pari,  les  Ax  tendant  vers  zéro,  on  a 

I    f„(x)dx  =  lim  V  m/„(ï,.)  Ax,  =  liinV  ,»/(5.)ix,; 

donc,  en  faisant  tendre  n  vers  l'infini,  et  en  ayant  égard  à  l'inégalité 
obtenue  d'abord, 

jr  f(x)  dx  =  liin^  rnfCc,)lx.. 

Si  au  lieu  de  choisir  les  points  ^,  comme  nous  venons  de  le  faire,  on 
les  prenait  arbitrairement  dans  l'intervalle  Ax,,  on  aurait  donc 


/    f(x)dx'^Vim'^ /»/( ^,  )  A X, . 


8.  Propriclis  de  la  fonction  ni f  de  deux  variables.  —  Soit 
/(x,  y)  une  fonction  de  deux  variables  x  et  y  dans  un  domaine  T  rec- 
tangulaire, limité  par  les  valeurs  a  et  è  de  j;  et  c  et  d  de  y\  la  nouvelle 
fonction 

mf{x,y) 

atteindra  sa  limite  inférieure  dans  toute  portion  de  Faire  T  et  elle 
jouira,  en  outre,  des  propriétés  suivantes  : 

i"  En  tout  point  (a,  j3)  où  mf  est  finie,  on  peut,  quelque  petit  que 
soit  î,  lui  faire  correspondre  un  nombre  l  tel  que  la  condition 

nifioL  -^h/^  +  k)  -  nif(^OL.  ^^  >  -  c 

ait  lieu,  pourvu  (jue  |  /i  j  et  |  k  \  soient  ■<  o. 
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C'est  une  conséquence  de  la  définition  de  m  f^  car,  si  cette  condition 
ne  se  réalisait  pas,  mf{c/.,  ^)  ne  serait  pas  la  limite  inférieure  de 
m  /"(x,  y)  ni,  par  suite,  celle  àe  f{x,  y)  dans  une  aire  infiniment  petite 
autour  de  (a,  p). 

2°  Si  la  fonction  m/(x,  [5)  est  limitée  quand  x  varie  dans  Tinter- 
vaJle  (a,  b),  à  tout  nombre  i  correspond  un  nombre  o  assez  pelit  pour 
qu'on  ait,  quel  que  soit  x, 

mf(x,  '^  4-  /i  )  -  w/(./,-.  [i")  >  —  £  —  disc^«?/(.i-  +  Oï,  ;î  ) 

(-i<o<o, 

pourvu  que  l'on  ait  |  A'  |  <^  o. 

Si  cette  condition  ne  se  réalisait  pas  dans  l'intervalle  (a,  6),  cet 
intervalle  contiendrait  au  moins  un  point  X  tel  que  la  condition  ne  se 
réalisât  pas  non  plus  dans  un  au  moins  des  deux  intervalles  arbitraire- 
ment petits  (X  —  0,  X)  ou  (X,  X  -+-  o),  par  exemple  dans  le  second. 
Mais  ceci  est  faux,  car  on  peut  d'abord  supposer  o  assez  petit  pour  que 
les  deux  inégalités 

1  mf{x,  Ti)  -  m/(X,  p)  :  <  disc,m/(X,  ?)  +  î, 

m/(,r,  ;3  +  A-)-;/^/(X,^)>-i 

aient  lieu,  pourvu  que  |  a;  —  X  |  et  |  A  |  soient  ■<  o,  l'une  par  la  définition 
de  la  discontinuité  au  point  X,  l'autre  en  vertu  de  la  propriété  i".  Cela 
fait,  on  aura,  pour  toute  valeur  de  x  dans  l'intervalle  (X,  X  -4-  o), 

m/(.r,  f}  +  A)  -  mfix,  ^  )  >  -  £  -  disc,m/(X,  ^). 

Ce  résultat  contredit  notre  hypothèse,  dès  que  o  devient  <  e,  car  X 
peut  alors  se  représenter  par  x  -V-  Os. 

3°  Soient  A  et  B  deux  nombres  ]>  o,  si  mf{x,  p)  est  constamment 
>  A  dans  l'intervalle  (a,  b)  de  x,  on  peut  supposer  S  assez  petit  pour 
qu'on  ait  aussi  dans  cet  intervalle 

rnfix,  3  +  A-)  >  A  -  B, 

pourvu  qu'on  ait  \k\<^o. 

En  effet,  si  la  relation  opposée  m  f{x,  p  -h  k)^  A—  B  pouvait  se  véri- 
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fier  pour  des  valeurs  infiniment  petites  de  k,  les  valeurs  correspon- 
dantes de  X  auraient  au  moins  un  point  limite  \  où  l'on  aurait 

m/(^,fi)  =  A-B, 

ce  qui  contredit  l'hypothèse. 

III.  —  Théorèmes  fondamentaux. 

9.  Avant  d'énoncer  le  théorème  qui  va  jouer  le  rôle  essentiel  dans 
mon  analyse,  je  dois  encore  démontrer  le  lemme  suivant  : 

Soient  o{x)  une  fonction  limitée  dans  V intervalle  (a,  b)  et  0  une 
fonction  de  x  qui  varie  d'une  manière  arbitraire  entre  —  i  et  -\-\\ 
on  aura. 

lim  /     dise  ç(.r -+- Oe)  rfxTj    /    dise  o(x)  c/x. 

Soit  d'abord  t]  un  nombre  arbitrairement  petit;  décomposons  (^o,  U) 
en  intervalles  successifs  Ax,  par  les  points  a;,,  Xo,  . . .,  x',,  ...  ;  soit  ;, 
le  point  où  discç(a:)  atteint  son  maximum  dans  l'intervalle  Ax,;  on 
peut  supposer  tous  ces  intervalles  suffisamment  petits  pour  qu'on  ait 

/    dise  9(x)  </x  J  V  dise  o(H,)  Ax,  —  ■/;. 

D'ailleurs  on  peut  toujours  admettre  que  H,  désigne  une  des  limites 
de  l'intervalle  Ax,-,  car  cette  condition  se  réalisera  toujours  en  ajoutant 
les  points  ^,  aux  premiers  points  de  subdivision. 

Les  points  x,  étant  en  nombre  limité,  on  peut  aussi  supposer  que  e 
est  assez  petit  pour  que  l'on  ait  en  chacun  de  ces  points 

discqi(.x-,+  Ô£);;discîi(x-,)  +  Tj. 

Cela  fait,  le  maximum  de  disco(a;  -t- Os)  dans  l'inlcrvalle  Ax,  ne 
pourra  surpasser  la  quantité 

disc!p(E,)+  ■/], 
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et  l'on  aura,  par  conséquent, 

l'y.'- 

1    dise  9  (  27  -t-  Oî)  c^x  =  V  dise  ç(  ;,  )  Ix^  -\-  -^(0  —  a) 

^  /     dise  o(x)dx-\--q-h  Tj (b  —  a) . 

Le  nombre  Y]  étant  aussi  petit  que  l'on  veut,  le  lemme  est  démontré. 
Voici  maintenant  mon  théorème  fondamental. 

10.   Théopème.  —  Si  r intégrale  par  défaut 

1)    .b 

I     m  f(x,  '^)dx 

n'est  pas  infinie,  à  tout  nombre  positif  t  correspondent  un  nombre  n 
et  un.  nombre  o  tels  qu on  ait,  pour  |  />  |  -<  o, 

E   ./.  I)..'' 

/    nif„(x,'^-\-k)dx'^  I    m f(x,^)dx  —  i, 

et  cette  relation  subsiste  a  fortiori  pour  les  valeurs  plus  grandes  de  n . 
Choisissons  d'abord  n  assez  grand  pour  qu'on  ail 

(i)  /    rnfn{x,  3)  dx  >   j    mf(x,  ^)  dx  —  ^-■ 

Choisissons  maintenant  un  nombre  t'  assez  petit  pour  qu'on  ait,  0  dé- 
signant une  fonction  arbitraire  comprise  entre  —  i  et  +  i , 

Il    disc^  mf„  (X  -^  ^i ,  ^)  dx  -\-  t'  {b  —  a) 
<;  /    disCj;/;/./„  (.r,  ^)  dx  -\-  ^  ; 

cette   condition  peut  se   réaliser,   en   vertu  du   lemme   du   n"  î)  (|ui 
précède. 
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Enfui,  on  peut  prendre  o  suffisamment  petit  pour  qu'on  ait  constam- 
ment, pourvu  que  |  /«■  |  soit  <;  o  (  n"  8,  i" ), 

mfj.i:,  [i  -1-  A)  —  mfjx,  ^)>  —  i  —  disc^m/„(.r  +  Ôe',  |ij. 

On  conclut  de  cette  relation 

/     nif„(x^  [3  +  k)dx 

E     /, 

=j     [rnfÀx,  p)  -  disc^w/„(,T  +  0£',  |B)-  c'J  f/,r. 
et  o  /or/zo/v  [puisque  max(  A  —  Bj!;maxA  —  inaxlj) 
/    rnf„(x,  ^  -+-  k)  dx 

V.,.h  E„// 

>  /    ni/,i(x,  [5)  dx  —  I    disc^m  f,^(x  -h  Se',  [3)  c/x  —  t'(h  —  a), 
enfui,  a  fortiori,  en  vertu  de  finégalité  (2), 
l  Y  mf,Xx./^+k)dx 

I       ^  /    inf,,(x,  {5}  dx  —    /    disc^w/,/j:-,  j3)  ^/o^-  —  -• 
Ajoutons  les  inégalités  (1)  et  (3)  cl  observons  que 

VI.  V.  .1.  li     .'. 

/    /»/„(./■,  [3)  f/x  -    /     i]hc_,i)i/„{x,'^)dx=   I    nij'„(x.'p)d.r. 
nous  obtiendrons  l'inégalité  du  théorème. 

II.   'l'iiÉOHÉMic.  —  Ri-riproquciiicnt,  SI  i  in(('g;r(df  pur  (Iffdul 

u  .0 

I    ,/i/(x/^)dx  =  x, 


200  DE    L.\    VALLEE-POUSSIN. 

oji  aura,  k  et  n  tendant  arbitrairement  vers  leurs  limites, 


lim   /     m/„(x,  [i  -+-  k)(h 


Soient,  en  efïet,  H  et  K  deux  nombres  arbitrairement  grands;  divi- 
sons rintervalle  (a,  b)  en  p  parties  par  les  points  a;,,  x,,  . . .;  soit  \x, 
un  de  ces  intervalles  et  A,  le  minimum  de  m/(x,  ^)  dans  cet  inter- 
valle (si  ce  minimum  était  infini,  A,  serait  un  nombre  fini  arbitraire). 
On  peut  supposer  p  assez  grand  pour  qu'on  ait 

2A,A,r,>H  +  K; 

ensuite  on  peut  prendre  o  assez  petit  pour  que  Ton  ait,  dans  chaque 
intervalle  Ax,  de  x,  pourvu  que  |  k  \  soit  <;  o, 

,»f(x,{i  +  k)>A,-^, 

comme  on  Ta  vu  au  n°  8,  3". 

Cela  fait,  pourvu  que  n  soit  supérieur  à  la  plus  grande  des  quan- 
tités A,,  on  aura,  dans  les  mêmes  conditions, 

mfJx/^^k)>A,-      ^ 


h  —  a' 


f  mfjx,  p  +  k)  dx  >2  A,Ax,  -  K  >  H. 

Cette  relation,  où  H  est  arbitraire,  se  vérifiant  pour  «assez  grand  et  o 
assez  petit,  le  théorème  en  résulte. 

12.  Théorème.  —  Soit  p„  le  point  où  la  fonction  de  y 
^j    mfn{.x,y)dx 
atteint  son  minimum  dans  l'intervalle  (c,  d)\  on  peut  faire  tendre 
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on  même  temps  '^„  vers  une  limite  déterminée  |B  et  n  vers  l'ut  fini; 
on  aura 

lini  m  I    mf,Xxi  %,)  dxyj    mf(^x,  [3)  dx. 

Si  le  second  membre  est  infini,  le  premier  le  sera  aussi  en  vertu  du 
théorème  précédent;  supposons-le  donc  fini  et  déterminé. 

Dans  ce  cas,  quelque  petit  que  soit  £,  le  théorème  avant-précédent 
donnera,  pour  n  suffisamment  grand  et  |  [3„ —  fl  |  -<  5, 

E     /,  _I)      /, 

m  j    mf„(x,  l^n)  dx ^  /    mf(x,  [5)  dx  —  t. 

On  peut  faire  tendre  à  la  fois  n  vers  Tinfini  et  s  vers  zéro;  à  la 
limite,  on  obtient  la  relation  à  démontrer. 


IV.  —  Réduction  des  intégrales  doubles. 

13.  Théorème.  —  Si  la  fonction  /(x,  y)  n'est  jamais  négative 
dans  le  rectangle  T,  limité  par  les  valeurs  a  et  h  de  x  et  c  etd  de  y, 
l'expression 

J    (iyj    mf{x,y)dx 


est  comprise   entre   tes   limites  d'indétermination  de  l'intégrale 
double 

^Ax,y)dT. 

Dune  part,  en  eflel,  on  a 

^  J'ndT  =  \^  m /„dT -J    dyj    mf„dx. 

Donc,   en  faisant  tendre  n  vers  Finfini,  et  puisque  /  est  au  moins 

Journ,  de  Malh.  (>  série),  tome  V.     -   Fasc.  Il,  iSgy.  20 
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égal  à  y:„ 

"  ^  ''  D  ^  '• 


/(/T^lim/     f()' i    mfndx^j    dy  j    m  f  d.i 


D'auli'c  part,  divisons  {c,d)  en  intervalles  consécutifs  Sy,  par  les 
points  j'i,  j%,  . . .,  et  soit  !îi,_„  le  point  où 

E ,,  '< 

m  I    nif„(x,  y)dx 

atteint  son  minimum  dans  l'intervalle  A/,;  on  aura 

'Q  f„dT  l("  dyX  f,dx  =  y^  Av,v»  Ç  mfjx,  ;3,.„)  dx. 

On  peut  faire  tendre  n  vers  rinfini,  et  en  même  temps,  dans  cliaipie 
intervalle  \y,,  le  point  !3,„  vers  une  limite  ^,;  le  théorème  du  n"  12 
s'applique  à  chacun  de  ces  intervalles;  il  vient  donc 

Faisons  maintenant  tendre  tous  les  intervalles  Aj',  vers  zéro;  il 
viendra  (  n°  7,  2") 

(2)  'S,-^''^  >I  "^r jf  '  "'/(•^'  >')  ^^•^■- 

Des  relations  (i)  et  (2)  on  conclut  le  théorème.  Celui-ci  donne  alors 
immédiatement  le  suivant  : 

14.  Théorème.  —  Si  L'inU'gralc  double  est  dètciniiiiéc  dans 
Vaiir  T,  on  aura 

^fdT=Jdx2    n,fdy^j    dyj^   n>jdx. 
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cl  l'intégrale  double  se  réduit  à  deux  intégrales  simples  consécu- 
tives, effectuées  par  défaut,  dans  un  ordre  arbitraire . 

Remarques.  —  Dans  tous  les  cas  où  Ton  a 

en  particulier  dans  tous  les  cas  pratiques  dans  lesquels  la  diiïérence 
/'  —  m  f  ne  diffère  de  zéro  qu'en  certains  points  ou  sur  certaines  lignes 
rectifiables  en  nombre  limité,  on  aura  aussi 


^   fdT  =  I    dy  I  fdx, 


et  l'intégrale  double  se  réduira  à  deux  intégrales  simples  par  défaut, 
sans  qu'il  soit  nécessaire  de  modifier  la  fonction 

Dans  tous  ces  cas  aussi,  on  retrouve  le  théorème  démontré  dans 
mon  premier  Mémoire  etVon  peut  réduire  l'intégrale  double  à  deux- 
intégrales  simples,  effectuées  sur  la  même  fonction,  pourvu  qu'on 
trouve  un  résultat  déterminé. 

15.  Généralité  du  tliéorènie.  — Le  théorème  du  n"  14  donne  une 
solution  tout  à  fait  générale  du  problème  de  la  réduction  des  intégrales 
doubles.  En  effet,  dans  tous  les  cas,  /  peut  être  considéré  comme  la 
différence  de  deux  fonctions  positives  et,  pourvu  que  le  domaine  d'in- 
tégration T  soit  limité,  il  sera  intérieur  à  un  rectangle  T'  que  l'on 
pourra  prendre  comme  domaine  d'intégration,  à  condition  de  poser 
/=;  o  en  dehors  de  T.  Enfin,  le  cas  où  T  serait  infini  se  ramène  au 
précédent  par  un  changement  de  variables. 


V.  —  Extension  aux  intégrales  multiples  quelconques. 

IG.  Le  théorème  du  n°  15  est  général  et  s'applique  à  une  intégrale 
multiple  de  n'importe  quel  ordre,  effectué  sur  une  fonction  positive, 
comme  nous  allons  l'expliquer  très  succinctement. 
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Soit  une  intégrale  généralisée  de  l'ordre  jo 

(i)  ^  f(x,,x,,  ...,Xp)dT,, 

étendue  à  un  domaine  T^  limité  par  les  valeurs  a,  et  l>,  de  ,r, 
(/ =  1 ,  2,  .  . .,  p);  si  elle  n'est  pas  déterminée,  nous  désignerons  les 
limites  d'indétermination  ou  les  intégrales  par  défaut  et  par  excès  par 
les  notations 

Soit  ensuite,  en  chaque  point  m  f,  la  limite  inférieure  de  /'dans  un 
domaine  infiniment  petit  autour  de  ce  point,  la  valeur  de  l'expression 

II,/',  n^/'j  ri,/.,, 

(3)  /     dx,  j     dx.,...  I     //i/dXf, 

est  comprise  entre  celles  des  expressions  (2).  En  particulier,  si  l'inté- 
grale (i)  est  déterminée,  l'expression  (3)  lui  sera  égale. 

On  prouve  le  théorème,  en  montrant  qu'il  est  vrai  pour/*  variahhis 
s'il  est  vrai  pour  (p  —  1). 

La  démonstration  se  fait  alors  exactement  comme  pour  le  cas  de 
deux  variables,  en  remplaçant  dans  tous  les  raisonnements  l'intégrale 
simple 

f'fdx 

par  une  inlégrale  de  l'ordre  (/j  —  j).  Il  est  bien  iiuilile  di-  la  reprendre 
en  détail. 
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Sur  la   détermination  du  groupe  des  équations  mimérujues ; 


Par  m.  Edmoxd  MAILLET. 


I. 

Nous  nous  proposons  ici  : 

1°  De  déterminer  toute  une  série  d'équations  numériques  de  degré 
premier  dont  le  groupe  est  symétrique  ou  alterné  ; 

2"  De  montrer  que  l'équation  x^^±qx±q^=o,  où  2p  —  i  et  (j 
sont  premiers,  a  son  groupe  deux  fois  transitif  quand  q  est  supérieur 
à  une  certaine  limite  fonction  de  ?. 


H. 

Theorkme   I.  —  Soil  l'équation  algébrique  irréductible 

(i)  f{x)  =  xP+ qk^xP-' -^...  +  q.\p._^x-±zq  =  v,      ■ 

(pet  q  nombres  premiers  différents  ou  non,  p  impair,  A,,  .... 
Ap_,  entiers).  On  peut  toujours  déterminer  une  in finilé de  systèmes 
de  valeurs  des  coefficients  A,,  . . .,  Ap_,  de{i),  de  façon  que  l'équa- 
tion (i)  ait  au  moins  il  +  \  racines  réelles  et  deux  racines  imagi- 
naires, et,  par  suite,  que  son  groupe  contienne  le  groupe  alterné  si 
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/  :=  1  quand  p  =  5  l't  si  p  —  \ —  '-i/-<  ^(p)i  iip)  ctant  une  fonc- 
tion u  de  p.  Irllc  que  (') 

(4-i-«)(4  +  "loi 

P- -^ 

ijuand  p  ]>  5. 

En  effet,  on  sait  (  -)  que  réquation  (i)  est  irréductible  et  que  son 
groupe  G  est  primitif.  Si  cette  équation  a  aX  -)-  i  racines  réelles,  avec 
2  A  -I- !<;/?,  elle  aura  p  —  2X  —  1^2 p.  racines  imaginaires  j:,,  Xo,  .  . ., 
.Zou._,,  a^o,!,  et  si  a;^,-,  et  Xo,  sont  conjuguées  (? 5 (a),  G  contiendra  la 
substitution  (M 

U  =  (.r,  Xa)  .  .  .  (  J7,|j,_,  J!-2,;i), 

en  sorte  que  la  classe  de  G  est  laa  :  d'après  un  théorème  connu  (  '"), 
la  classe  de  G  étant  2<^(p),  si  G  ne  contient  pas  le  groupe  alterné  de 
p  éléments,  G  contiendra  ce  groupe  alterné  si  1  <<  aiji.  <<  ç.(p). 

Cherchons  à  déterminer  A,,  A.,  ...,  A^^,,  de  façon  que  2[x  soit 
■<  9(p),  en  remarquant  que  ?(/»)!>  2,  quand  yo  >>  5.  La  méthode  à 
employer  pour  p  =  5  sera  la  même,  on  fera  /  =  p.  =  1 . 

Soient 

(2)  Cf.,,     (/..,,      ....      y..,,     avec     ^  —  i  —  o(/j)<C  2/l~/>  — '> 
des  nombres  entiers  réels  donnés  ^  o,  avec 

^1  <y-2<--<  ='-../• 
Si 

(3)  ?,.     ?„      ...,     ?., 


(')  Jordan,  Journal  fur  Math.,  p.  248;  1875. 
(-)  Serret,  Algèbre  supérieure,  t.  1,  p.  244;  i885. 

(')    Voir  notre  Noie  des  Mémoires  du  Congrès  de  Saint-E  lien  ne.  1897  {Asso- 
ciation française  pour  l'avancement  des  Sciences,  p.  196). 
(')  Jordan,  loc.  cil. 
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sonl  des  nombres  cnliers  réels  >  o,  posons  : 


(4)       /(a,)  =  +^         /(a. 


-  3... 


/('a,,)  =  -^,„ 


les  seconds  membres  étant  alternativement  positifs  et  négatifs. 

Si  les  quantités  A,,  .. .,  Ap_,  sont  déterminées  de  façon  à  être  des 
entiers  satisfaisant  à  (4),  l'équation  (i)  aura  au  moins  il-\-i  racines 
réelles,  puisque  p  est  impair. 

Or  les  équations  (4)  s'écrivent 


(5) 


<i^q^<<î 


q\,,_,r,..^l±q-^'< 


\->-ii- 


Elles  permettront,  en  principe,  de  déterminer  p. /des  quantités  A,, 

A^^i  en  fonction  des  p  —  \  —  il^i  autres.  Si  Ton  choisit  ces  dernières 
de  façon  que  (i)  ait  2a  racines  imaginaires  (  a  >  o)  et  que  A,,  .... 
Ap_|  soient  entiers,  on  aura  '2\J.'s:p  —  il  —  \<^  ?(/')i  ^^  ^  contiendra 
le  groupe  alterné. 

Proposons-nous,  par  exemple,  de  déterminer  les  2/  premiers  coeffi- 
cients en  fonction  des  autres  :  la  méthode  à  employer  dans  les  autres 
cas  sera  la  même. 

(5) donne 

(6) 


ryA,a'r' 


Le  déterminant  de  ces  équations  est 


=  q' 


p-1 

1      ? 

<"%           • 

..,  <- 

P-' 

2        ' 

ar%    . 

.,   ar- 

P-' 
■21      ' 

<7%     ■ 

-,   <r' 

.^q''(^,a,...oc,/)"-"à„ 


A,= 
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af-'. 

af-, 

<"*> 

af-^ 

<r', 

-:;-^ 

A2  étant  un  déterminant  de  Vandermondc  formé  du  produit  des  quan- 
tités a,- —  oLj,  avec  ?  >-y,  «  =1,  2,  . . .,  2/,  et  7  =1,  2,  . . .,  2/  —  i,  est 
^  G.  Donc  \^  o. 

f.es  équations  (6)  donnent  alors 


(7) 


A,=  ^|(M,+  P,:)A;-(M,-|3,;a:  +  ...|, 


et  des  expressions  analogues  pour  A,,  ...,  A,„  A,,  Al,  ...  étant  des 
déterminants  mineurs  de  A. 

On  peut  d'ailleurs,  toujours,  A.,/^,,  . . .,  A^_,  étant  des  entiers  arbi- 
trairement choisis,  déterminer  les  quantités  positives  p,,  1^.,,  ...,  p^, 
dune  infinité  de  manières,  de  façon  que  l'on  ait 


(«) 


M,-+- P.seeM,  -  ^,=, .  .=  ÎVL,- [i,,=  o 


(uiodA  ). 


moyennant  quoi  les  équations  (7)  donneront  pour  A,,  ...,  A.^  des 
valeurs  entières.  A  deux  systèmes  distincts  des  valeurs  p,,  ...,  [3,, 
correspondront  pour  un  même  système  de  valeurs  des  quantités  a,  ..., 
°^2h  A.,/^,,  ...,  A^_,  des  équations  (1)  distinctes. 

Ceci  posé,  il  restera  à  déterminer  les  entiers  arbitraires  Ao/^., ,  .... 
A/^i,  en  nombre  p  —  i  —  2/^2,  de  façon  que  (i)  ait  au  moins  deux 
racines  imaginaires,  moyennant  quoi  G  contiendra  le  groupe  alterné 
de  p  éléments. 

Pour  effectuer  cette  détermination  de  la  manière  la  plus  générale, 
on  pourra  recourir  au  théorème  de  Sturm.  Nous  nous  contenterons  (') 


(')    Voir,  par  cveiuplc,  Niewenci.owski,  Alsi'brc.  I.  Il,  :>.''  odilion,  |>.  383-385, 
el  p.  4io. 
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de  remarquer  que,  d'après  des  théorèmes  connus,  Téquation  (i)  aura 
des  racines  imaginaires  : 
1"  Si  le  polynôme 

(9)  Ao/X-/'--"h-  A,/^,.r/'-='-'  +...-+-  A,,_,.r  ±  I 

esl  tel  ([ue  la  somme  du  nombre  des  variations  que  lui  et  son  trans- 
formé en  —  X  présentent  (théorème  de  Descartes)  soit  <^p  —  2/; 

2"  Si  dans  le  premier  membre  de  (9)  il  manque  un  terme  entre 
deux  termes  de  même  signe,  ou  plus  d'un  terme  entre  deux  termes  de 
signe  quelconque  (théorème  des  lacunes); 

3°  Si  le  polynôme  (9)  a  au  moins  trois  coefficients  consécutifs, 
dont  le  premier  ne  fait  pas  partie,  et  qui  sont  en  progression  géomé- 
trique; 

/i°  Si  le  polynôme  (9)  a  au  moins  quatre  coefficients  consécutifs, 
dont  le  premier  ne  fait  pas  partie,  et  qui  sont  en  progression  arithmé- 
tique. 

Et  ainsi  de  suite. 

Dans  tous  ces  cas,  (i)  jouit,  en  effet,  des  mêmes  propriétés,  et  G 
contient  le  groupe  alterné. 

III. 

Lemme  I.  —  Soit  V  une  fonction  symétrique  entière  à  coefficients 
entiers  des  racines  x ,,...,  x„  d'une  équation  algébrique 

X  =  x"  -f-  a,  x"'*  -I- ...  -1-  a„_,x  -+-  a„  =  o, 

dont  les  coeffcienls,  sauf  le  premier  qui  est  égal  à  i,  sont  des 
entiers  tous  diiHsihles  par  le  nombre  premier  q.  Si  V  ne  contient 
aucun  terme  indépendant  de  x,  . . .,  x,„  on  a 

V^o  (mod(/'). 

En  elTel.  appiicpious,  jioiir  le  calcul  de  V  en  fonction  des  coeffi- 
cients r/|,  . . .,  a„  la  méthode  de  Waring.  On  aura,  en  conservant  les 

Journ.  de  Matli.  (5'  série),  tome  V.  —  Fasc.  Il,  li^gg-  — / 
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notations  de  Serret  ('), 

V  =  V,  +A(  -  if  "P^•••-'■<-3a^^• . . . «;^  =  V,  +  p^ 
V.  =  V.,  +  P.. 


V      —  V  +  F 

'  [i-i  —    '  [i  ^^  ^  y.-i  ? 

oiVV(i  est  indépendant  de  x,,  .  . .,  j;„. 

Le  terme  qui  occupe  le  premier  rang  dans  \  est  A.r^./;.^ r',,  et, 

d'après  riivpothèse  faite  sur  V,  y.  -^  [i  -h. . .+  A  >•  o.  Donc 

^  — \i^o  (mody). 

De  plus,  V  —  y,  ne  contenant  aucun  terme  indépendant  de  ./■,,  ..., 
.x„,  V,  n'en  contiendra  également  aucun. 

En  continuant  le  raisonnement,  on  voit  qu'il  en  est  de  même  de 
No,  •  •  ■■  ^  V-i'  ^'  *^I"'^  ^^2'  ^3'  •  •  •  sont  ^^o(mod5r).  Donc  ^  p,  =  o. 

V  sera  donc  une  fonction  entière  à  coefficients  entiers  des  coeffi- 
cients a,,  .. .,  a„  ne  contenant  aucun  terme  indépendant  de  ces  coef- 
ficients, et,  par  suite,  sera  ^Eo(mod^). 

Lemme  II.  —  Soif 

X  —  œ"  -+-  a ,  x"~  '  -I- ...  -1-  «„_ , ./;  -H  a„ 

un  polynôme  de  degré  quelconque  dont  les  coejji.cient.s,  sauf  le 
premier  qui  est  égal  à  i ,  sont  des  entieis  divisibles  par  q  {q  étant 
pj-emier),  et  où  a„  =  ±  q^^t-^  i).  X  a  pour  facteurs  irréductibles 
des  polynômes  entiers  à  coefficients  entiers  où  le  ferme  de  degré  le 
plus  élei^é  en  X  a  pour  coefficient  F  unité,  et  où  le  terme  indépendant 
de  X  est  ±  y",  avec  a  >  o. 

X  a  au  plus  ix  fadeurs  irréductibles. 

(')  Serret,  Algèbre  supérieure,  l.  1,  p.  385  ei  -.iii\.  :  iS8.">. 
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Nous  nous  contentons  d'énoncer  ce  lemme  f[ui  ij;énéralise  un  leninie 
connu  et  s'établit  comme  lui  (  '). 

TiiKOUÈMR  II.  —  L'cqualion  irréductible 
(lo)  .X-?  ±  qx  ±  q  ^=^  o  {q  prenii(;r) 

a  son  <rroiip<'  G  d'ordre  (jeso  [mod  2p(2p  —  i)J,  sauf  peul-èlrc 
pour  des  valeurs  de  q  limitées  en  fonction  de  p.  Si  2p  —  J  est  pre- 
/nier,  G  est  deux  fois  transitif,  sauf  peut-être  pour  les  mêmes  va- 
leurs de  q . 

Soient  réfjualion 

(  i  \ )  y(  j;)  =  x"  -+-  <:/„_,  X  -+-  a,^  ==  o, 

avec  n  —  20,  «„_,  =  dr  ^,  a„  =  ±  q, 

ses  racines.  Considérons  l'écjuation 

(i3)  o(;)  =  <), 

de    degré    v  ^  C^  = —^ ayant  pour  racines  les   C^^    (juantilés 

z,j  ^Xi-\-Xj(i^j).  Les  deux  équations (i  i)et(i3)  sont  équivalentes. 
En  effet,  la  résolution  de  (11)  entraîne  évidemment  celle  de  ([3); 
réciproquement,  les  égalités 

X,y  ~\ —  X  ■^  .»•  ->  y  ,         i*.  j     1     X  2  —  *"'  I  ,li  )         "^  i  ~'  :l  "^I.K'  *'*î         ™t      '     ^  /t  *"  I ,// 


(')  Seiîret,  Algèbre  supérieure,  t.  I,  p.  244;  i885. 
Une  démonsiration  semljlable  montrera  encore  que  si 

\  =  ^«  +  A,.r"-'  +.  .  .+  A,a-"-'  +.  .  .n:  «y!^(  ij:>  o) 

est  tel  que  Ay  ^s  o  (niod</)  quand  y  >  «,  X  n'a  de  diviseur  rationnel  x''  +.  .  .±  i 
que  si  v<j.  Si,  par  exemple,  i^\,  il  faudra  v  =  i  ;  alors  si  X  n'a  pas  la  racine 
zh  I,  c'est-à-dire  a  fortiori  si  X,  ^±1  +  nq,  X  est  irréductible. 
Coni]).  Netto,  Math.  Aiin.,  l.  XL\  111,  1S96,  p.  82  et  suiv. 
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permettant  de  déterminer  les  racines  (12)  en  fonction  linéaire  ration- 
nelle des  Zjj,  la  résolution  de  (i3)  entraine  celle  de  (  1 1). 
Ceci  posé,  je  dis  que  l'on  a 

(   avec  A^^  o     (  mod  q  ),      quand  o  <;  /■  <;  v. 

En  effet,  réqualion  (i3)  est  le  résultat  de  rélimination  (')  de  x 
entre  les  équalions  (i  1)  et 

(.5)   $(.r,  z)  =f'{x)  +  l=l^/'(.x-)  +■  ■  ■  +  ' -^  ~;f  ^""'/'\x-)  ^  o. 

Si  Ion  pose 
(iC.  >  [T(,t)]^  =$(x,,  z)^{x,,z).  .  .4)(x,.,  :■'), 

on  pourra  prendre 

(17}  r,(z.)=-.W(=). 

Alors,  pour  prouver  que  (1 '1)  a  lieu,  je  dis  qu'il  suffit  dr  niDulrei' 
que 

j     [^\z)Y  =  z'-'  +  .  . .+  B,-— *  +  . .  .+  ^'P, 
(  avec  Basso     (mod  q  ),     quand  o  ■<  A'  -<  2  v. 


(.8) 


En  effet,  on  aura 

[UÏ-)J-  =  c-^-'+  2  A,  -■^•'-'  +(A;  -+-  2A,)--"-^  +... 
(i.,;  4- (A;  +  2A,-.,A,v,  -H. .  .+  2A0,)  r^''"^' 

(  .+  (2A,-A,-^.,  -i-2A,_,  A, +,-+-... 4-  2 A^,^, )-'""""'  +...4-  A.; 

et 

W(z)  =  z-'  +  .\,z'-'  -h...-hA,. 

(')  Sebbet,  Algèbre  supérieure,  l.  I.  p    208;  i885. 
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D'abord   A ,  A,,  sont  entiers,   d'après  un   lemme   connu  (' ), 

puis<[ue  B|,  . . .,  Bjv-i  le  sont.  Identifiant  (i8)  et  (19),  on  obtient 


(.0) 


2A,=B,s5;o  (niod^), 

A"^ -H  2A.,  ï^Bo^aA.,  (mody). 

} ■ ■ ■ ■ 


c'est-à-dire  que  (i4)  a  lieu  <.\  q^  1. 
Etablissons  donc  (18). 
D"après  (i()),   le  coefficient   de  la  plus  baule  puissance  z-''  de   z 

dans  (18)  est     - — \ —  ^  '•  Les  coefficients  des  lei-mes  de  (18),  autres 

que  le  premier,  sont  une  somme  de  termes  provenant  du  terme 
{z  —  2x^y'~\  . .( z  —  2a;„)"~',  ou  des  autres  termes  du  produit  (16). 
Les  seuls  qui  ne  contiennent  aucune  des  racines  x,,  ...,  x„  sont,  en 
remarcjuant  que 


/•'(•r) 


r^  =  A  ["(«  —  i)--  •("  —  j ^  \)x"-J -h...-^ j 


avec  a,j  ^  I ,      a„_j  ^  o,      si  «  >y  >  i , 

des  produits  de  quantités  a^-j-,  dont  une  au  moins  est  telle  que  /  •<  n, 
et,  par  suite,  sont  divisibles  par  q.  Ces  coefficients  sont  donc  de  la 
forme  V  -t-  multiple  de  y,  V  étant  une  fonction  symétrique  entière  à 
coefficients  entiers  des  racines  x,,  .  . .,  x„,  ne  contenant  aucun  terme 
indépendant  de  x,,  . . .,  .r„  ;  d'après  le  lemrae  I,  V  est  divisible  par  q. 
et,  par  suite,  ces  coefficients  sont  divisibles  par  q. 
Enfin,  le  terme  A,^  indépendant  de  ::  dans  (  iiS  )  est 

A.:=n.x,=n.[/,,.)- '#/-,.,■/,+...+ 1^^ /-,.,, 

avec 

x,=  a„_,  +  x:'-'[Q-2c;;+2^c;; +...+  (-  i)"-'2''-'c;;]. 

(')  Serret,   Algùitre  supérieure,  t.  1,  p.  243;  i885. 
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Or 

(  1   —   2  )"  =  I  —  2  C ',  4-  2==  C;,  —  .  .  .  -H  (,  —  I  )"  2"  C"  =  (  —   i)"  =  \, 

puisque  /t  est  pair  :  il  en  résulte  de  suite  que  le  coefficient  de  ,x""'  dans 
X,  est  nul  et 

puisque  «„_,  ^±  q. 

Les  équations  (i4)  et  (i8)  sont  ainsi  établies. 

Appliquons  le  lenuoe  II  à  l'équation  (i4)  :  9(-)  «  ^  facteurs  irré- 
ductibles o,,  !p2»  •  •  •)  ?c  de  degrés  respectifs  âf,,  rfo,  . . .,  rfc,,  avec  a-<p; 
les  termes  indépendants  de  ;  dans  ces  facteurs  sont  respectivemenl 
^r*',  y*2,  . . .,  ^''''  et  tous  >■  I  ;  Ton  a 

rf,  -I-  <-/.,  +  .  .  .  ^  f/,  =   ^ ^=p(2p—  I), 

( 21)  •  ^ 

(    ^,  -H  ^,  +...-f-  ^>a=r- 

Considérons  les  é(juations  irréductililes 

(22)  0,^0,  Go  ^=  o,  ...,  0^=0. 

Soient  F,,  Fo,  ...,  Fj  leurs  groupes  de  substitutions,  dordres 
respectifs î^,,  ij,  . . .,  J^,  divisibles  par  </,,  <;/o,  . . .,  ^4 respectivement  (M, 
G  le  groupe  de  (io\  d'ordre  d'. 

La  résolution  de  Técjuation  (10)  réduit  le  groupe  de  o,  ^  o  à  lunilé, 
puisqu'elle  entraine  la  résolution  de  (i3  ),  pat-  suite  celle  des  équa- 
tions (22).   Il  en  résulte  (^)   que  la   résolution  de  9,=  o   réduit   le 

groupe  dc(i3)  à  un  groupe  d'ordre  —■  Donc  (J  est  divisible  par  ,7,,  par 

suite  par  di.  La  connaissance  des  quantités  f/,  peut  donc  donner  des 
indications  sur  la  valeur  de  ç. 


(')  Jordan,  Traité  des  subsl.,  Liv.  111,  Cliup.  1,  ili.  il. 
("-)  Ici.,  th.  XIII. 
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Je  dis  que  Ton  n  les  inégalités 

En  effet,  soit  a  une  limite  supérieure  du  module  des  racines  de  { lo); 
on  aura,  en  désignant  par  ]0|  le  module  d'une  quantité  quelconque  0 

Z,j  =  Xi -h  Xj, 

or  y*'  est  le  produit  des  rf,  racines  de  0,=  o  et,  par  suite, 

(2.',)  5r*.<(2a)".; 

il  reste  à  déterminer  a. 
(10)  donne 

|xf  |^|a„_,a;,-l-  a„\'Sq\Xi\  -f-  q, 

et  loule  limite  supérieure  ^  des  racines  réelles  positives  de 
a-P  —  qx  —  q  =  o 

est  telle  cjue  la-jj^ji,  en  sorte  qu'on  peut  prendre  ^3  =  a. 
I 

Choisissons  ^  ^  i  +  ^"'';  (2/1)  entraînera  (^23). 

Ceci  posé,  les  inégalités  (23)  ne  seront  toutes  possibles,  quand  q  est 
suffisamment  grand,  p  étant  donné,  cpie  si  Ton  a 

(,25)  f/,>(2p-  i)/v,  (/=i,2,  ....7). 

Supposons  qu'il  en  soit  ainsi;  on  ne  pourra  avoir,  pour  une  valeur 
particulière  t  de  /, 

r/.Xop— i)Z.„ 

sans  quoi   les  inégalités  (aj)  additionnées  memlirc    à   membre,   eu 
tenant  compte  de  cette  dernière,  donneraient 

d,-^...-h  d^=  p(  2p  —  i)>(2p  —  l)(7^  +...^  l>^)  =  p(2p  —  i), 
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ce  qui  est  absurde.  Donc  (20)  entraine 


et 

On  en  conclut 


f/,-  =  (  2  p  —  1)  /^,  (  ?'  =  I  ,  2  ,  .  .  . ,  <7) 

r/, E^  G  (  mod  2  p  —  I  ). 
(f^o( mod  2 c  —  1), 


Le  théorème  proposé  résulte  alors  immédiatement  de  ce  que  : 
1°  (|'^o(mod2p)  puisque  (10)  est  irréductible  et  G  transitif; 
2"  quand  2p  —  i  est  premier,  G  contient  une  substitution  circulaire 
d'ordre  2p  —  i  et  est  deux  fois  transitif.  c.   q.   f.   d. 
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Coinpléineiit  à  une  élude  récente  concernant  lu  théorie  de 
lu  hicyclette  (')  :  influence,  sur  l'équilibre,  des  mouve- 
ments latéruu.v  spontanés   du  cavalier; 

Pau  m.  J.  BOUSSIIVESQ. 


§  IV.  —  Déplacements  du  centre  de  gravité  général 
par  les  mouvements  latéraux  que  s'imprime  le  bicycliste  sur  la  selle. 

1  l.  Le  Mémoire  inséré  aux  pages  117  à  i36  de  ce  Volume  contient 
(  [).  124)  une  équation,  (9),  qui  relie  le  mouvement  d'inclinaison  de 
la  bicyclette  à  son  mouvement  de  progression,  dans  l'hypothèse  d'un 
cavalier  fixé  sur  sa  machine,  ou,  plutôt,  n'y  exécutant  que  les  deux 
manœuvres  des  pédales  et  du  guidon,  négligeables  au  point  de  vue  des 
inerties  exigées  par  leur  production.  Or,  en  réalité,  le  cavalier  a 
besoin,  dans  les  virages,  comme  on  a  vu  à  la  page  i34,  de  se  pencher 
(hi  côté  de  la  concavité  de  la  trajectoire  sur  laquelle  il  veut  s'engager; 
<'t  il  y  a  lieu  d'admettre  cjue  le  centre  de  gravité  du  système,  situé  à 
une  distance  A,  ordinairement  constante,  de  la  base  a  de  la  bicyclette, 
et  presque  confondu  avec  celui  du  corps  du  bicycliste,  sort  alors  du 
l)lan  médian  du  cadre  pour  s'en  éloigner  de  petites  distances  X,  en  se 

(')  Voirai.  117  à  1 36  de  ce  Volume.  Le  présent  Coniplémenl  a  été  résumé  dans 
les  Comptes  rendus  de  t' Académie  des  Sciences  (l.  CXXVIII,  p.  -ô6  el  8ôy; 
■i~  mars  el  4  avril  1899).  Les  paragraplies  et  les  numéros,  tant  du  texte  que  dc-^ 
formules,  feront  suite,  ici,  à  ceux  de  l'étude  précédente. 

Juurn.  de    Math,  (j"  série),  Unie  V-  —    Tasc.  Il,  iSçjçi.  2o 
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portant  vers  le  centre  de  la  courliure  ^  de  la  trajectoire  à  décrire  sur 

le  sol. 

Les  petites  déformations  que  s'imprime  à  cet  cfi'et  le  cavalier,  et 
les  variations,  plus  ou  moins  complexes,  qui  en  résultent  générale- 
ment pour  Tangle  0  d'inclinaison  du  plan  médian  du  cadre  par  rap- 
port à  la  verticale,  ont  des  effets  en  grande  partie  faciles  à  prévoir  et 
à  exprimer  analytiquement,  si  l'on  admet  que  ces  mouvements  du 
cavalier  sur  la  bicyclette  soient  rapides,  ou  comme  instantanés,  et 
séparés  par  des  intervalles  relativement  longs,  durant  lesquels  il 
restera  fixé  à  la  machine. 

12.  Pi'oduits  alors  par  de  vives  actions  et  réactions  intérieures  au 
système,  les  mouvements  dont  il  s'agit  auront,  d'une  part,  assez  peu 
de  durée,  pour  qu'on  puisse  y  négliger  la  progression  de  la  bicyclette 
sur  le  sol,  et,  d'autre  part,  trop  peu  d'amplitude  dans  le  sens  vertical, 
pour  que  le  travail  de  la  pesanteur  y  soit  sensible.  Ils  se  réduiront 
ainsi  à  des  rotations  de  la  bicyclette  autour  de  sa  base,  avec  rotations 
inverses  du  cavalier  accompagnées  de  déformations,  et  la  loi  de  la 
conservation  des  aires  les  régira. 

Le  cavalier,  pour  y  opérer  un  petit  transport  définitif  A  du  centre  de 
gravité  de  tout  le  système  hors  du  plan  médian  du  cadre,  pourra,  [lar 
exemple,  y  imprimer  successivement  à  ce  plan  médian  deux  rotations 
égales  et  contraires,  cjui  nécessiteront  deux  rotations  inverses  et  à 
aires  écjuivalentes  de  l'ensemble  de  son  corps.  .S'il  a  soin  d'abaisser  ou. 
de  plier  un  peu  celui-ci,  pendant  sa  rotation  dirigée  vers  le  centre  de 

la  courbure  77  qu'il  veut  donner  à  la  trajectoire,  et,  au  contraire,  de 

l'élever  ou  l'étendre  durant  la  rotation  inverse,  les  aires  correspondant 
à  la  première  rotation,  décrites  par  des  rayons  vecteurs  moindres, 
constitueront  des  secteurs  plus  ouverts,  ou  de  plus  grand  angle,  (pie 
les  aires  décrites  dans  le  sens  rétrograde  ;  en  sorte  que,  lorsque  le  cadic 
aura  retrouvé  sa  première  inclinaison  0  sur  la  verticale,  le  cavalier 
conservera,  par  rapport  au  plan  médian,  une  partie  de  son  déplacement 
latéral.  Et,  par  suite,  le  centre  de  gravité  général  du  système  se  trou- 
vera bien  à  une  petite  distance  voulue  'k  de  ce  plan  médian. 

Nous  admclti(nis  d'ailleurs  (jue  le  cavalier  ail   rcpiis  sa  picmièrc 
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l'orme  et  sa  première  distance  à  l'axe  a,  afin  que  la  loi  des  aires  donne 

alors  à  l'ensemble  la  même  vitesse  de  rotation  -j-  qu'avant  la  rapide 

perturbation  subie.  Sans  cela,  il  y  aurait  bien  (dans  rbypothèse,  nul- 
lement indispensable,  que  nous  faisons  ici  pour  plus  de  simplicité) 

conservation  de  l'inclinaison  0  du  cadre,  mais  non  de  sa  dérivée  -j-j 

dont  le  cbangement  serait,  il  est  vrai,  insignifiant,  vu  la  petitesse 
supposée  de  la  déformation  du  système. 

Le  cavalier  restant  dès  lors  fixe  sur  la  selle,  les  coordonnées  rela- 
tives ^,  /i,  \  du  centre  de  gravité  par  rapport  au  cadre  persisteront, 
jusqu'à  ce  cju'il  juge  devoir  retrouver,  par  une  manœuvre  inverse  non 
moins  rapide,  sa  primitive  disposition  où  A  était  nul,  ou  jusqu'à  ce 
(pi'il  préfère  en  adopter  une  nouvelle. 

15.  Il  importe  d'observer  cjue  les  deux  rotations  rapides  du  cadre, 
égales  et  contraires,  dont  il  vient  d'être  question,  n'ont  rien  d'obligé. 
Elles  ne  constituent  cjue  la  manière  probablement  la  plus  simple  de 
concevoir  comment  le  centre  de  gravité  du  système  peut  sortir, 
presque  brusquement,  du  j)lan  médian,  sans  que  l'inclinaison  0  de 

celui-ci,  ni  sa  vitesse  d'inclinaison  -ri  soient,  en  définitive,  modifiées. 

al 

Le  même  but  pourrait  être  atteint  par  des  déformations  du  système 
qui  n'altéreraient  la  dérivée  -7^>  ni,  par  suite  (vu  la  brièveté  du  phéno- 
mène), l'inclinaison  0,  à  aucun  moment  de  la  perturbation. 

En  effet,  représentons-nous,  exprimées  en  fonction  du  temps  /,  les 
coordonnées  relatives  de  chaque  point  matériel  du  système  par  rap- 
port au  plan  médian  du  cadre,  coordonnées  définissant  la  configuration 
de  l'ensemble  et  appelées  /,  y,  /  dans  le  premier  Mémoire  (p.  1 18),  où 
elles  sont  comptées  à  partir  d'un  point  G  qui  figurera  maintenant,  sur 
le  plan  médian,  non  plus  le  centre  de  gravité,  mais  seulement  sa 
situation  habituelle  (').  Alors,  si  l'on  donne  les  fonctions  /,  y,  /.  le 

(')  11  est  clair  que  noire  plan  de  repère  KAG  (figure  de  la  page  ii8)  mené,  à 
travers  le  cadre  de  la  bicyclette,  suivant  la  droite  des  deux  points  de  contact  des 
roues  avec  le  sol  et  par  la  situation  habituelle  G  du  centre  de  gravité  du  système, 
ne   se   confond   généralement   pas,   en    toute  rigueur,    avec  le  plan  médian   du 
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système  pourra  ctre  construil  à  loiil  inslant  /,  pourvu  que  la  place  de 
la  base  a  sur  le  sol  etrinclinaison  0  du  plan  médian  y  soienl  connues. 
La  situation  actuelle,  à  l'époque  t^  de  la  base  a  dépend  du  mouvement 
de  progression,  c'est-à-dire  de  la  vitesse  V  du  bas  de  la  roue  motrice 
et  du  rayon  de  courbure  R  de  sa  trajectoire,  fonctions  de  t  censées  à 
la  disposition  du  cavalier  (grâce  aux  pédales  et  au  guidon).  Il  suffit 
ainsi  de  déterminer  les  variations  successives  de  0,  et,  à  cet  effet,  do 
former  une  équation  du  mouvement  d'où  soient  éliminées  à  la  fois  les 
réactions  du  sol  et  les  actions  intérieures. 

Or  l'équation  des  moments,  par  rapport  à  la  droite  du  sol  qui  coïn- 
cide présentement  avec  la  base  a,  est  justement  dans  ce  cas.  Elle  sera 
donc  la  seule  équation  dijférentielie  du  mouvement  à  faire  vérifier 
parles  coordonnées,  dans  l'espace,  des  points  du  système.  Mais  il  est 
naturel  qu'on  puisse  y  satisfaire,  pendant  le  court  intervalle  de  temps 
où  i,  j,  l  sont  variables,  aussi  bien  en  faisant  changer  convenablement 

ces  innombrables  coordonnées  relatives  ?',  y,  /,  et  en  posant  ^  =  •'< 
quen  V  faisant,  au  contraire,  varier  j--  El  le  problème  restera  très 

indéterminé,  vu  la  multitude  des  inconnues  «,  y,  /,  si  l'on  ajoute  la  con- 
dition cjue  le  centre  de  gravité  du  système  éprouve  en  même  temps  tel 
petit  déplacement  relatif  qu'on  voudra,  notamment  le  petit  écart 
désiré  X  d'avec  le  plan  médian  du  cadre.  Ainsi,  le  cavalier  doit  pou- 
voir, de  bien  des  manières,  déplacer  le  centre  de  gravité  du  système 
par  rapport  au  plan  médian,  même  sans  altérer  le  mouvement  actuel 
de  celui-ci. 


5;  V.  —  Calcul  de  ces  déplacements  dans  deux  hypothèses  simples. 

14.   Donnons  en  détail  un  exemple  de  la  théorie  exposée  ici. 
Pour  qu'il  soit  facile  et  simple,  nous  supposerons  la  masse  du  cava- 


cadre.  Mais  il  est  assez  voisin  de  celui-ci  pour  que  nous  ayons  pu,  pour  abréi^er,  lui 
en  attribuer  le  nom;  et  il  jouit,  avec  autant  d'approximation,  pour  Je  moins,  <|ue 
le  vrai  plan  médian  du  cadre,  de  la  propriété,  que  nous  avons  admise,  de  se  coni- 
j)orler  comme  un  plan  de  symétrie  général  de  la  mas?e  du  système,  dans  l'éva- 
luation approchée  des  moments  d'inertie  de  celle-ci. 
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lier  condensée  en  son  centre  de  gravité.  Cette  hypothèse  restrictive 
aura,  il  est  vrai,  l'inconvénient  grave  d'ôter  à  notre  problème  une 
grande  partie  de  son  intérêt  pratique;  car  elle  exigerait  évidemment, 
pour  s'appliquer  avec  une  approximation  suffisante,  un  cavalier  à 
corps  aussi  ramassé  et  à  membres  aussi  grêles,  proportionnellement, 
que  l'est  l'araignée.  De  plus,  en  réduisant  à  trois  seulement  les  coor- 
données relatives  «',  y,  /  variables,  seules  quantités  disponibles  pour  la 
production  des  effets  voulus,  elle  diminuera  outre  mesure  la  généralité 
de  la  question  et  ne  permettra  même  plus  de  se  donner,  comme  con- 
dition accessoire,  la  conservation  de  la  vitesse  —  de  rotation  du  plan 

médian. 

Mais,  en  revanche,  les  formules  s'y  obtiendront  presque  sans  cal- 
culs, et  les  résultats  s'en  dégageront  d'une  manière  à  peu  près  intui- 
tive. D'ailleurs,  la  même  hypothèse,  rendue  encore  plus  radicale  par 
la  concentration  fictive  des  deux  masses  du  cavalier  et  de  la  bicyclette 
en  un  seul  point  G,  s'est  montrée  féconde  et  utile  :  car  elle  m'a  fait 
connaître  (')  la  vraie  forme  de  l'équation  différentielle  (g)  du  mou- 
vement, avec  b'  et  h'  réduits  à  &  et  A  ;  en  sorte  qu'il  a  suffi  d'y  changer 
les  valeurs  numériques  de  ces  deux  constantes  b  et  h  pour  rendre 
l'équation  applicable  au  cas  effectif  de  dissémination  plus  ou  moins 
grande  des  masses  dont  il  s'agit.  Il  y  a  donc  lieu  de  penser  que  la 
réduction,  au  point  de  vue  des  calculs  d'inerties,  du  cavalier  à  un  seul 
point,  n'empêchera  pas  les  résultats  d'indiquer,  tout  au  moins,  le  vé- 
ritable sens  suivant  lequel  se  produiront  les  phénomènes,  dans  les 
circonstances  réelles  les  plus  simples. 

lo.  Pour  fixer  les  idées,  bornons-nous  au  cas  où  la  bicyclette,  de 
masse  u.  et  d'un  rayon  de  gyralion  donné  /■  autour  de  sa  base  a,  décrit 
sur  le  sol  une  trajectoire  rectiligne,  et  où  son  plan  médian  est  initia- 
lement vertical,  se  confondant  ainsi  avec  le  plan,  alors  fixe,  à  partir 
duquel  sera  comptée  sa  rotation  ultérieure  Ô  autour  de  l'horizontale  du 
sol  parcourue  par  la  base  a.  Appelant  d'ailleurs  u.'  la  masse  du  cavalier, 

(')  Voir  les  Comptes  rendus  de  i Académie  des  Sciences,  t.  CXW'Il,  p.  843; 
28  novembre  1898. 


222  J.     BOUSSINESQ. 

concentrée,  comme  on  a  dit,  en  son  centre  de  jfravité,  à  une  certaine 
distance  /•'  de  la  base  a,  contentons-nous  d'étudier  les  mouvements 
qu'il  exécutera  sans  renversements  de  vitesses,  c'est-à-dire  ceux  où  son 
rayon  vecteur  /'',  abaissé  perpendiculairement  sur  la  base  «,  prendra 
sa  petite  inclinaison  G'  par  rapport  à  la  verticale  (ou  au  plan  vertical 
origine^  en  tournant  toujours  dans  un  même  sens;  de  manière  à 
balayer  des  aires  élémentaires  r,\J'' r'- cUï  de  même  signe,  ne  s'entre-dé- 
Iruisant  pas  en  majeure  partie.  Cela  permettra,  sur  /•',  les  petites 
erreurs  relatives  qui  deviendraient  inadmissibles,  ou  fausseraient  gran- 
dement le  résultat  définitif,  dans  le  cas  de  rotations  successives  en  sens 
contraires. 

Ainsi,  la  dislance  /-'du  cavalier  à  la  base  a  de  la  bicyclette  pourra, 
ici,  être  supposée  invariable. 

16.  Désignons  par  A  le  déplacement  latéral  angulaire  cjue  s'impri- 
mera le  cavalier  sur  la  selle,  c'est-à-dire  le  petit  angle  6'  —  6  qu'il  fera 
naître  entre  son  rayon  vecteur  /•'  et  le  plan  médian  de  la  bicyclette, 
angle  mesurant  (au  facteur  constant  près  r')  son  déplacement  relatif 
par  rapport  au  plan  de  symétrie  de  son  support,  el  dont  il  dispose  à 
son  gré  entre  certaines  limites. 

D'une  part,  nous  aurons 

(i8)  0'-0  =  A. 

D'autre  part,  le  principe  de  conservation  de  la  somme  des  aires 
décrites  :7[x/-^0,  *r,\J.'r"^H'  donnera 

(19)  [j.7'-0  4- ;ji.'/-'-0'=  o. 

11  vient  donc 


0'— 6 


et,  par  suite, 

(20)  0'^      /'"',  ,,A,         0=-^-^^^A. 
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Dés  lors,  si  p  désigne  la  distance,  à  la  base  a,  du  centre  de  gravilé 
de  la  bicyclette,  distance  plus  petite  que  le  rayon  de  gyration  /■,  les 
petits  écarts  survenus,  pO,  /^'O',  des  deux  masses  fx,  jx',  au  plan  vertical 
mené  suivant  la  base  a,  se  trouvent  déterminés;  et  celui,  que  j'appel- 
lerai 0,  du  centre  de  gravilé  général  au  même  plan,  est  enfin 

.        X  ^  |xp6-|-ii.'/-'6'  lx,a'/-'(/-^— p/-') 

\   ~'  )  ■>   'i =    7 IT'i ; ; — TTs  ii • 

^  ^  JJ.+  [J1.'  (|XH-  |ji')(|x/'2h- [J.  /•'-) 

L'introduction  de  l'écart  \  du  centre  de  gravilé  général  d'avec  le 
plan  médian,  à  la  place  de  l'écart  angulaire  donné  A  de  la  masse  a',  ou 
de  son  écart  linéaire  et  effectif /''A,  simplifie  assez  notablement  cette 
formule  (21).  Comme  l'écart  linéaire  analogue  de  la  masse  p.  (située 
dans  le  plan)  est  nul,  celui,  X,  du  centre  de  gravité  des  deux  masses  pi 
et  u.'  sera  la  moyenne 

(22)  7v   =    -!- ;  • 

Il  vient  donc,  au  lieu  de  (21), 

17.  Il  semble  convenable,  dans  la  pratique,  pour  altérer  le  moins 
possible  l'expression  des.  vrais  rapports  mécaniques  des  deux  masses  ui, 
[j.',  de  réduire,  au  point  de  vue  des  inerties,  la  bicyclette  à  son  centre 
de  gravité,  comme  on  y  a  réduit  le  cavalier.  Alors  il  vient 

(24)  '•  =  ?,  /•-— p7-'=  -  p(r'— p); 

et  le  facteur  /•-  —  p/-',  dans  (21),  est  négatif,  vu  que  la  différence  /•'  —  p 
exprime  l'élévation,  toujours  positive  et  très  notable,  du  centre  de  gra- 
vité du  cavalier  au-dessus  du  centre  de  gravité  de  la  bicyclette.  Donc 
A,  S  ont  signes  contraires.  En  d'autres  termes,  le  cavalier,  pour 
incliner  le  centre  de  gravité  général  du  système  vers  la  droite, 
doit  porter  son  buste  à  gauche,  et  vice  versa. 

Ce  résultat  subsiste  sans  qu'on  ail  besoin  de  réduire  /•  à  p.  En  elVet, 
si  l'on  appelle  p  +  Ap  la  distance,  à  la  base  a,  d'un  élément  quel- 
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conque  d^  de  la  masse  [J.  de  la  bicyclette,  le  moment  d'inertie  \).r-  de 
celle-ci  sera   [\p  +  Ap)V/|j.,  c'est-à-dire 

[jip-  -h  2p  Aa?  )  <u.  -h  f(àpyd[t.  =  [j-p^  -hy(Ap)-<u.. 

()r  c  est  approximativement  la  moitié  de  la  hauteur  de  la  selle;  d'où 
il  suit  que  Ap  n'excède  qu'à  de  rares  endroits  (si  même  il  y  en  a  de 
tels)  p  en  valeur  absolue,  et  que  le  terme  j(Apydi).  n'atteint  pas,  à 
beaucoup  près,  la  valeur  [xp-.  Donc  [j./-'  est  bien  moindre  que  2[Ap-,  el 
l'on  a 

(23)  '■'<2p-,  7-  -pr'<p(2?  -'■')• 

Mais  le  centre  de  gravité  du  cavalier  se  trouve  sensiblement  au-dessus 
de  la  selle,  et  sa  hauteur  /•'  excède,  par  conséquent,  la  hauteur,  ap  en- 
viron, de  celle-ci.  Donc  le  facteur  ;•-  —  pr'  est  encore  négatif. 

18.  11  suit  de  là,  sous  la  réserve  nécessitée  par  la  concentration 
lictive  de  la  masse  [i.'  du  bicycliste  en  un  simple  point,  que  le  cavalier, 
lorsqu'il,  ne  s'imprime  pas  des  rotations  alternatives  se  neutralisant 
en  majeure  partie,  avec  iiariations  de  sa  distance  r'  à  la  base,  doit 
se  porter  du  côté  opposé  à  celui  vers  lequel  il  veut  faire  pencher  la 
bicyclette. 

A  la  page  io6  du  Tome  I  (^intitulé  :  Équilibre  et  direction)  tU-  son 
Nouveau  traité  des  bicycles  el  bicyclettes,  M.  Bourlct  a  remarqué 
([u'il  en  est  bien  ainsi  dans  le  lâche-mains,  alors  que  le  cavalier  n'agit 
directement  sur  la  bicyclette  que  par  la  moitié  inférieure  de  son  corps 
et  en  s'appuyant  principalement  sur  les  pédales. 

Lorsque,  au  contraire,  le  cavalier  tient  en  mains  le  guidon,  auquel 
la  partie  supérieure  de  son  corps  communique  des  impulsions  indépen- 
dantes (jusqu'à  un  certain  point)  de  celles  qu'exerce  sur  les  pédales  el 
même  sur  la  selle  la  partie  inférieure,  ce  n'est  plus,  on  le  conçoit,  à  un 
point  unique,  mais  à  un  groupe  de  deux  points  pour  le  moins,  com- 
l)ortant  des  rotations  0  distinctes,  un  pour  chaque  moitié  supérieure 
ou  inférieure  du  corps,  que  le  bicycliste  doit  être  assimilé.  De  là.  \\w 
variété  bien  plus  grande  des  résultais,  variété  retidanl  possibles,  sans 
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renversement  de  vitesses,  des  ell'ets  qui,  dans  le  cas  d'un  bicycliste  ré- 
ductible à  un  seul  point,  auraient  exigé  deux  rotations  successives  de 
sens  contraires. 

Parmi  ces  effels,  y  a-l-il  celui  qui  consiste  dans  la  parité  de  signe  pour 
le  déplacement  angulaire  relatif  A  du  haut  du  corps  et  pour  le  dépla- 
cement linéaire  absolu  0  du  centre  de  gravité  général?  ou  bien,  dans 
la  pratique,  une  telle  parité  est-elle  effectivement  obtenue,  en  défini- 
tive (c'est-à-dire  à  la  fin  de  la  manœuvre),  par  deux  rotations  inverses 
du  cavalier,  se  succédant  rapidement,  comme  il  a  été  expliqué  au 
n"*  12?  C'est  ce  qu'une  étude  plus  complète  permettra  seule  d'élucider. 

19.   Contentons-nous  ici  d'ébaucher  l'étude  dont  il  s'agit. 

Si  l'on  considère  comme  deux  points  distincts  les  deux  moitiés  supé- 
rieure et  inférieure  jIjl'  du  corps,  soient  :  r'  le  rayon  vecteur  du  pre- 
mier de  ces  deux  points,  mesurant  sa  distance  à  la  base  a,  A  la  rotation 
de  ce  rayon  vecteur  par  rapport  au  plan  médian,  /•  le  rayon  vecteur  ou 
de  gyration  de  la  moitié  inférieure  i[/.',  approximativement  égal  à 
celui  de  la  bicyclette  et  moindre  que  /•',  enfin  A,  la  rotation  relative, 
analogue  à  A,  de  ce  second  rayon  vecteur. 

Les  trois  aires  décrites  par  les  rayons  vecteurs  des  masses  a,  -,i>.' 
(inférieure)  et  ^a'  (supérieure)  sont  alors,  évidemment, 

i|jL/-=0,      ia'/--fO+A,),      ^a'/-(0+A). 

Leur  somme  étant  nulle  d'après  le  principe  des  aires,  il  viendra 

(26)  [iixr-  +  ijl'(/-  -1-  '■'")]'5  +  tJ^'('''-^i  "•"  /--A)  =  o. 

Cette  équation  fera  connaître  l'inclinaison  0  prise  par  le  plan  médian  : 
car  on  devra  donner  A  et  A,,  déplacements  angulaires  relatifs  que  s'im- 
prime volontairement  le  cavalier  sur  ses  appuis. 

D'autre  part,  en  assimilant,  comme  on  l'a  fait  pour  les  deux  moitiés 
du  corps  du  cavalier,  la  masse  ix  de  la  bicyclette  à  un  point,  son  rayon 
vecteur  se  confondra  avec  le  rayon  de  gyration  /■,  et  les  trois  distances 
des  masses  [t.,  ^ijl',  ;',u.'  au  plan  vertical  mené  suivant  la  base  a  seront 
respectivement  /-O,  /(O  +  A,),  r'(0  +A).  L'écart  ô  cherché  qu'aura 
éprouvé,  relativement  au  même  plan  vertical,  le  centre  de  gravité  du 

Journ.  de  Math,  (j'  série),  tome  V.  —  Fasc.  II,   1899.  2C) 
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système,  égalera  leur  moyenne 

2}x/-e  +  fjL'/-(e  H-  A,)  +  !J.'/-'(o  +  ^) 

2(|X+|X') 

On  aura  clone 

(27)  2(a+  \>-'')o  =  [2^7'  -+-  i^'(r  H-/-')]0  +  u-X'"^)  +  '■'^)- 

Portons,  dans  (27),  la  valeur  de  0  tirée  de  (26);  puis  divisons 
par  ix' A,  en  mettant  en  évidence  le  rapport  ^.  que  nous  nous  proposons 
de  rendre  positif.  Il  vient 

/    o\  /  1J^\'5  |j.'r/-'(/-'— /•)        /'A,  2|x\ 

(28)  H/  +  ^ji  =  ,,,.+  ^-(,^^.-^)lT-'-7J- 

Comme  2  fois  le  rapport  de  la  masse  tj.  de  la  bicyclette  à  celle,  a',  du 
cavalier  sera  une  petite  fraction,  on  voit,  par  cette  formule,  que  le 
cavalier  devra,  pour  assurer  au  centre  de  gravité  général  un  déjîlace- 
ment  0  de  même  sens  que  le  déplacement  angulaire  relatif  A  de  la 
moitié  supérieure  de  son  corps,  imprimer  à  la  moitié  inférieure  un 
déplacement  angulaire  relatif  A,  encore  de  même  signe  et  sensiblement 
plus  fort  que  celui.  A,  de  la  partie  supérieure. 

Un  tel  mode  de  déformation  parait  facile  à  produire.  S,  A  et  A, 
restant,  en  général,  extrêmement  petits.  Dans  les  cas  exceptionnels  où 
le  déplacement  angulaire  relatif  A,  de  la  moitié  inférieure  du  corps 
devrait,  au  contraire,  devenir  trop  grand  pour  être  praticable,  le  bicy- 
cliste,  même  ayant  le  guidon  en  mains,  recourrait  sans  doute  de  pré- 
férence, quoique  peut-être  inconsciemment,  à  deux  rotations  aller- 
natives  imprimées  à  bref  intervalle,  comme  il  a  été  expliqué  au 
n"  12  (p.  :îi8). 

§  VI.  —  Leur  influence  sur  l'équilibre;  leur  rôle  essentiel 
dans  les  virages. 

20.  Voyons  maiiilenanl  ([uclle  loi  régit  le  mouvement  durant  les 
intervalles  de  temps,  relativement  longs,  où  le  déplacement  linéaire 
relatif  A  du  centre  de  gravité,  devenu  difTércnl  de  zéro,  ne  varie  pas. 
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Le  bras  de  levier  du  poids  mg  de  tout  le  système,  c'est-à-dire  la 
distance  de  cette  force  à  la  base  a  de  la  bicyclette,  n'est  plus  /isinO, 
mais,  évidemment,  AsinO -i- XcosO,  ou,  sensiblement,  hb-\-lr^  et. 
malgré  la  petitesse  du  déplacement  latéral  A,  le  moment 

(29)  «^-(/aO-4-A) 

du  poids  se  trouve  ainsi  changé  dans  un  rapport  notable;  car  0  et  li  0 
sont  petits  aussi.  Au  contraire,  les  autres  termes  de  Téquation  des 
moments,  termes  dus,  en  somme,  à  des  inerties  où  la  direction  de  la 
verticale  ne  joue  aucun  rôle  appréciable,  gardent  très  sensiblement 
leurs  expressions  relatives  au  cas  \  =  o\  car  la  configuration  de 
l'ensemble  est  restée  à  peu  près  la  même.  Et  leur  valeur  totale 
approchée  est  encore 

(30)  ^n7h\li'^^-^l>^  +  \ 

où  V  désigne  la  vitesse  de  progression  de  la  bicyclette  sur  le  sol,  h'  la 
longueur  du  pendule  formé  par  le  système  autour  de  la  base  a,  et  b  la 
constante,  peu  dilTérente  de  b,  que  définit  la  seconde  formule  (-)  de  la 
page  123. 

La  somme  des  deux  expressions  (29)  et  (3o)  étant  nulle,  on  aura 
donc,  en  divisant  par  mhh'.  l'équation  du  mouvement,  à  cinq  termes, 

,y 

(  3  I  )  H =  5_  fi _i_  o_  _ . 

^  c/r-  ^  h'  di        h'         h'V.       fi'  Il 

21.  Le  déplacement  latéral,  K  à  peu  près,  que  s'est  donné  le  cava- 
lier sur  sa  machine,  ajoute  le  cinquième  terme.  Et  l'on  voit  que  ce 
terme,  au  moment  d'un  virage,  est  très  propre,  en  l'absence  de  toute 

courbure  actuelle  y;  de  la  trajectoire,  et  à  partir  d'un  état  de  vertica- 
lité parfaite  du  cadre,  à  faire  naître  précisément  l'inclinaison  positive  0 
qui  motivera  une  manœuvre  du  guidon  déviant  la  trajectoire  du  coté 
voulu. 

Cet  effet  aurait  lieu,  d'ailleurs,  quand  bien  même  la  perturbation 
initiale,  qui  a  produit  l'écart  \,  n'aurait  pas  conservé  la  verticalité  du 
cadre,  ou  aurait  altéré  0,  pourvu  qu'elle  eût  suffi  à  faire  sortir  du  plan 
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vertical  do  la  base  a  le  centre  de  gravité  du  système,  dans  le  sens 
indiqué. 

Cela  arrivera  si  le  déplacement  o,  que  donne,  par  exemple,  la  for- 
mule (21),  est  positif  ;  car  on  remarcjuera  que  ce  petit  déplacement  0 
n'est  autre  chose  que  le  bras  de  levier  /tO  H- A  du  poids  de  tout  le 
système.  Et,  en  efl'et,  la  distance  h  du  centre  de  gravité  général  à  la 

base  a  étant,  dans  le  cas  de  la  formule  (21),  la  moyenne  — '—r-  de  c 

et  de  /•',  les  expressions  (20)  et  (22)  de  8  et  de  A  donnent  identique- 
ment, pour  AO  4-  X,  la  dernière  valeur  (21)  de  0.  Le  second  membre 
de  Téquation  (3i)  revient  ainsi,  quand  le  rayon  R  de  courbure  de  la 

trajectoire  est  infini,  à  j-,  -r-  Et  c'est  le  signe  de  S  qui  règle  alors  celui 

de  la  dérivée  seconde  t-t- 
al- 

L'hypothèse,  que  j'ai  faite  au  §  lA  ,  de  la  constance  (au  moins  en 

moyenne)  de  la  dérivée  -7-  pendant  chaque  perturbation,  n'est  donc  pas 

nécessaire.  Elle  offre  seulement  l'avantage  de  simplifier  le  plus  possible 
la  transition  d'un  intervalle  à  l'autre  et,  par  suite,  le  calcul  de  0. 


§  VII.  —  Loi  générale  du  mouvement;  multiplicité 
des  moyens  d'action  qu'elle  ofifre  au  cavalier. 

22.  En  résumé,  la  fonction  arbitraire  cjui  doit  généralement  expri- 
mer (p.  i35),  dans  l'équation  du  mouvement  de  la  bicyclette,  l'in- 
lluence  des  déplacements  que  s'imprime  le  cavalier  sur  la  selle,  est 
réduite  ici  à  une  suite  de  valeurs  \  constantes,  figurant  seules,  chacune 
à  son  tour,  dans  un  cinquième  terme  de  l'équation.  Ce  terme  tend 
donc  à  devenir  une  petite  fonction  arbitraire  du  temps,  quand  les 
époques  des  déplacements  spontanés  du  bicycliste  se  rapprochent  de 
plus  en  plus.  Et  l'on  peut  admettre  que  les  mouvements  moyens  du 
cadre  se  confondent  alors,  sensiblement,  avec  ce  (]u"ils  seraient  sous 
une  certaine  action  continue  du  cavalier,  savoir,  une  action  donnant 
lieu  aux  mêmes  écarts  successifs  X  du  centre  de  gravité  du  système,  à 
droite  ou  à  gauche  du  plan  médian  du  cadre,  et  conservant  sans  cesse 
l'expression  (-3o)  au  moment  total  des  inerties,  grâce  à  des  déforma- 
lions  aj)propriées. 
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Du  reste,  dès  que  raction  du  cavalier  devient  assez  graduelle,  la 
petitesse  et  la  Iculcur  de  ces  déformations  suffisent  évidemment,  par 
elles-mêmes,  à  assurer  au  moment  total  des  inerties  l'expression 
approchée  (3o).  L'équation  du  mouvement  sera  dès  lors  (3i),  avec  0 
continu,  et  il  suffira  que  la  suite  voulue  des  très  prl ils  écarts  A  du 
centre  de  gravité  se  produise  effectivement. 

Mais  la  manière  dont  le  bicycliste  devra  s'y  prendre,  pour  les  réaliser 
ainsi  avec  continuité  sans  altérer  sensiblement  0,  est  encore  obscure; 
ou,  plutôt,  le  degré  de  lenteur  qu'il  devra  y  mettre  reste  difficile  à 
fixer.  Aussi  est-ce  par  une  expérimentation  confuse  ou  de  sentiment, 
comme,  d'ailleurs,  presque  toutes  celles  d'où  sont  dérivées  nos  habi- 
tudes premières,  qu'il  en  apprendra  la  manœuvre,  et  qu'il  parviendra 
à  régler,  d'après  les  circonstances,  la  fonction  arbitraire  par  laquelle 
s'exprime,  dans  l'équation  du  mouvement,  l'effet  de  ses  déplacements 
d'ensemble  sur  la  selle. 

25.  Quoi  qu'il  en  soit,  l'action  totale  du  cavalier  se  traduit,  on  le 
voit,  par  trois  fonctions  arbitraires  V,  Il  et  \  du  temps,  en  rapport, 
respectivement,  avec  les  trois  manœuvres  :  i°  des  pédales,  d'où  dépend 
la  vitesse  V  de  progression;  2°  du  guidon,  d'où  dépend  le  rayon  de 
courbure  R  de  la  trajectoire,  et  3°  de  l'ensemble  du  corps  sur  la 
selle,  d'où  dépend  le  transport,  à  un  moment  donné,  du  centre  de 
gravité  du  système  à  droite  ou  à  gauche  du  plan  médian  du  cadre,  pou- 
vant se  faire  sans  que  l'inclinaison  0  du  plan  et  sa  dérivée  première  -r- 

cesscnt  de  varier  graduellement.  C'est  précisément  le  nombre  cVarhi- 
Iraires  donl  on  pouvait  prévoir,  a  priori,  la  nécessité,  pour  qu'un  cava- 
lier parfaitement  habile  et  attentif  put  régler  à  sa  volonté  les  frois 
éléments  principaux  d'une  course  projetée,  savoir  :  la  Irajecloire  à 
suivre,  la  vitesse  du  trajet,  et  aussi,  afin  d'éviter  les  chutes,  la  petite 
inclinaison  0  de  la  machine. 

Cette  multiplicité  des  moyens  d'action  d'un  cavalier  un  peu  expéri- 
menté explique  la  facilité  relative  de  l'usage  de  la  bicyclette.  Le  troi- 
sième moyen,  employé  avec  une  habileté  suffisante,  doit  permettre, 
en  particulier,  de  suivre  sans  déviation  appréciable  un  chemin  menu' 
recliligne,  sur  lequel  la  valeur  infinie  du  rayon  R  rend  illusoires  les 
deux  premiers,  en  faisant  évanouir  les  termes  de  l'équalion  (3i)  où 
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figurent  V  cl  K.  Ce  troisième  moyen,  surtout  avec  laide  d'un  balancier 
facilitant  les  déplacements  latéraux  A,  suffit  bien  au  funambule,  qui 
n'a  guère,  lui  aussi,  comme  le  bicycliste,  que  deu\  points  d'appui  (et 
pas  d'une  manière  continue),  sur  son  chemin  de  corde  si  étroit  et  si 
peu  ferme. 


S  VIII.  —  Analogie  des  organes  d'un  être  vivant  avec  la  bicyclette, 
en  tant  qu'ils  réclament  aussi  une  direction;  comment  se  pose,  au 
point  de  vue  mécanique,  le  mystérieux  problème  de  l'organisme. 

'2i.  Lorsque  l'habitude  aura  rendu  instinctive,  sur  une  machine 
toujours  la  même  et  à  frottements  aussi  adoucis  que  possible,  la  triple 
manœuvre  des  pédales,  du  guidon  et  des  mouvements  d'ensemble  du 
cavalier  sur  la  selle,  cette  manœuvre,  en  donnant  une  prise  si  variée  au 
bicycliste,  trouvera  la  machine  docile  aux  impulsions  les  plus  diverses 
et,  pour  ainsi  dire,  aux  désirs  et  jusqu'aux  caprices  de  son  cavalier. 
Elle  deviendra  donc,  en  l'absence  de  toute  résistance  notable,  presque 
aussi  inconsciente  que  l'est  de  bonne  heure,  pour  chaque  être  vivant 
(en  santé),  le  maniement  de  son  propre  organisme;  et  la  bicyclette 
sera  comme  un  prolongement  du  corps  de  son  cavalier,  suivant  une 
expression  qui  semble  être  familière  aux  connaisseurs. 

A  l'inverse,  chaque  organisme  vivant  n'est  guère,  dans  sa  presque 
totalité,  qu'un  ensemble  de  rouages  analogues  à  la  bicyclette,  c'est- 
à-dire  admettant,  dans  les  équations  de  leurs  mouvements  perceptibles 
et  même  imperceptibles,  des  fonctions  arbitraires  du  temps  /,  que 
déterminent  à  mesure  les  légères  impulsions  parties  de  quelques 
centres  nerveux,  seuls  sièges  des  pouvoirs  directeurs  de  tout  le  corps. 

2i5.  Mais  ces  centres  nerveux  eux-mêmes,  qu'il  serait  irrationnel  et 
peu  conforme  à  l'expérience  de  soustraire  aux  lois  générales  de  la 
matière,  sont-ils  régis  exclusivement,  dans  la  suite  de  leurs  phéno- 
mènes internes  (physico-chimiques  ou  mécaniques)  et  des  impulsions 
qu'ils  envoient  autour  d'eux,  par  les  équations  diflërentielles  du  mou- 
vement; en  sorte  que  les  impulsions  dont  il  s'agit  se  trouveraient,  en 
définitive,  uniquement  fonction,  à  chaque  instant,  de  l'état  actuel, 
statique  ou  dynamique,  du  système  et  du  milieu  ambiant,  sans  aucune 
influence  (directe)  même  des  états  antérieurs?  Alors  il  faudrait  re- 
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garder  comme  illusion  pure,  non  seulement  la  sponlanèilè  apparente 
de  la  vie,  mais,  aussi,  le  sentiment  intime  de  nos  actes  prétendus  Ini- 
liateurs  (')  et  libres,  de  nos  interventions  personnelles  pour  orienter 
parfois  les  choses  vers  un  but  à  atteindre,  vers  un  avenir  voulu  h  ri-n- 
liser.  Il  n'y  aurait  plus  qu'en  apparence,  même  chez  l'homme,  des 
causes  finales,  des  aspirations  véritablement  actives  vers  des  fins 
désirées. 

Ou  bien,  au  contraire,  ces  centres  nerveux,  dont  l'excessive  insta- 
bilité physico-chimique  est  évidente,  n'exigeraient-ils  pas,  pour  vivre 
et  fonctionner,  des  conditions  d'existence  choisies  justement  dételle 
manière,  que  les  équations  différentielles  du  mouvement  y  ouvriraient 
plusieurs  voies  aux  phénomènes,  dès  lors  soustraits  (ou  pouvant  l'être) 
à  la  domination  exclusive  de  l'état  mécanique  présent?  Grâce  à  ces 
conditions  singulières  (comme  serait,  dans  un  autre  ordre  d'idées,  le 
tracé  d'un  canal  d'arrosage,  à  la  surface  de  la  terre,  suivant  une  ligne 
de  faite  ou  de  partage  des  eaux),  et  tellement  spéciales  ou  délicates 
qu'elles  sont  inimitables  artificiellement,  au  point  de  rendre  impossible 
la  génération  spontanée  des  organismes  même  les  plus  rudimcntaires, 
les  centres  nerveux  se  trouveraient,  ainsi,  constitués  de  manière  que  la 
raison  déterminante  de  certaines  impulsions  émises  par  eux  serait,  non 
dans  les  équations  du  mouvement,  toujours  obéies  cependant,  mais 
dans  des  principes  directeurs  étrangers  à  la  pure  physique  et  inspirés 
par  des  lois  d'ordre  physiologique  ou  moral.  Ces  principes  directeurs 
auraient  alors  comme  rôle,  non  de  déployer  de  la  force  évaluable  en 
grammes  ou  de  produire  du  travail  exprimable  en  fraction  de  kilo- 
grammètre,  mais  d'utiliser  l'exceptionnelle  ou  singulière  indétermina- 
tion mécanique  des  phénomènes,  pour  aiguiller  ceux-ci,  quand  ils 
sont  purement  vitaux,  dans  les  sens  indiqués  par  les  lois  physiolo- 
giques, et,  quand  ils  sont  libres,  dans  le  sens  qu'aura  choisi  la  volonté. 
La  rareté  relative  de  leur  manifestation  dans  le  monde,  comparée  à 
l'universelle  présence  des  causes  physico-chimiques  (non  moins  mysté- 
rieuses d'ailleurs),  s'expliquerait  par  Tétroitesse  même  de  leur  champ 
d'action,  c'est-à-dire  par  la  singularité  extrême  des  circonstances  ame- 
nant l'indétermination  mécanique,  qui,  seule,  pourrait  les  révéler. 

(')  C'est-à-dire  créaleurs  de  phénomènes  qui  soient  des  commencement.'!,  non 
de  simples  suites  de  phénomènes  antérieurs. 
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Bref,  il  y  aurait  place,  dans  l'Univers  visible,  pour  deux  espèces 
de  causes  motrices  :  d'une  part,  les  forces  des  mécaniciens,  physi- 
ciens et  chimistes,  représentées  dans  les  équations  difTérentielles  du 
mouvement  par  leurs  effets,  qui  sont  les  accélérations  ;  d'autre  part, 
les  principes  directeurs,  savoir,  la  vie  et  la  volonté,  échappant  à  ces 
équations  difTérentielles  et,  par  conséquent,  irréductibles  aux  forces 
ou  incapables  d'entrer  en  conflit  avec  elles.  Et  le  domaine  des  prin- 
cipes directeurs  serait  suffisant  pour  sauvegarder  les  deux  essentielles 
distinctions  de  Vinorganique  et  de  Vorganique,  du  Physique  et  du 
Moral. 

26.  Telle  est  la  grave  et  troublante  question,  posée  sous  d'autres 
formes  dès  l'origine  de  la  Philosophie  ou  même  de  la  réflexion  hu- 
maine, que  j'ai  abordée  il  y  a  un  quart  de  siècle,  et  où  j'ai  découvert  et 
fait  connaître  la  seconde  alternative,  nullement  soupçonnée,  ce  semble, 
jusqu'alors  ('). 

Le  bon  sens  la  tranche  plutôt  en  faveur  de  cette  seconde  alternative. 
Car  il  regarde  volontiers  la  vie  et  la  volonté  comme  des  principes 
d'action  distincts,  qu'il  oppose  même  aux  forces  physico-chimiques, 
c'est-à-dire,  au  fond,  mécaniques,  sans  toutefois  les  considérer  néces- 
sairement comme  de  nature  analogue,  c'est-à-dire  comme  ayant  avec 
elles  une  commune  mesure.  De  plus,  il  lui  répugne,  non  moins  qu'à  la 
morale,  de  ne  faire,  dans  le  domaine  du  réel,  aucune  part  à  la  contin- 
gence, et  de  voir  partout  une  nécessité  absolue,  un  enchaînement  de 
causes  et  d'effets  tellement  serré,  qu'il  n'admellrait,  dans  sa  trame, 
l'insertion  possible  d'aucune  initiative,  d'aucune  spontanéité. 


(')  Après  une  hésitation  de  plusieurs  années,  je  me  décidai  à  publier  et  à 
dovelopper  cette  idée  en  1877  {Comptes  rendus  de  l' Académie  des  Sciences, 
19  février  et  3  avril  1877,  t.  LW'XIV.  p.  862  et  944;  Journal  Les  Mondes,  du 
22  mars  1877,  et  Revue  scientifique,  du  i4  avril  1877;  Comptes  rendusde  l'Aca- 
démie des  Sciences  morales  et  politiques,  mai  1878,  t.  I.\,  p.  696  à  757; 
Mémoires  de  la  Société  des  Sciences  de  Lille,  année  1879,  t.  VI,  p.  i  à  i4«,  et 
année  1880,  t.  VIII,  p.  332  à  3-o;  Journal  Les  Mondes,  du  28  novembre  1878  et 
lievue  philosophique,  de  janvier  1879,  p.  58). 
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Si/r   les  fonctions  ahciienncs   si/ig//hcrcs; 
(Premier  Mémoire) 

Par  m.  g.  HUMBERT. 


Considérons  un  système  de  fonctions  abéliennes,  à  deux  variables  u 
el  V,  ayant  pour  périodes  normales 

u  :        1,      o.     ^',     //, 
*    i-  :       o,      I,     h,     g'; 

nous  dirons  que  ces  périodes  vérifient  une  relalion  de  forme  singu- 
lière ou  relation  singulière,  si  elles  sont  liées  par  l'équation 

(i)  A^--  +  BA  +  Cg' -+-  D(/r  -  gg')  +  E  =  o, 

où  A,  B,  C,  D,  E  sont  des  entiers,  qu'on  peut  toujours  supposer,  sans 
nuire  à  la  généralité,  n'avoir  aucun  diviseur  commun. 

Les  fonctions  abéliennes  dont  les  périodes  vérifient  une  ou  plusieurs 
relations  singulières,  et  que  nous  appellerons  fonctions  abélienties 
singulièi'es,  jouissent  de  propriétés  importantes;  on  peut  leur  ratta- 
cher des  fondions  intermédiaires  singulières  qui  ne  sont  pas  des 
fonctions  thêta  aux  mêmes  périodes.  De  plus,  les  fonctions  abéliennes 
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singulières  admettent  des  transformations  qui  n'existent  pas  dans  le 
cas  g-énéral,  et  ce  sont  enfin  les  seules  qui  soient  susceptibles  d'une 
multiplication  singulière,  extension  de  la  multiplication  complexe 
des  fonctions  elliptiques. 

Le  présent  Mémoire  est  consacré  à  quatre  cjuestioris  principales  qui 
correspondent  à  ses  quatre  parties  : 

i"  La  réduction,  au  moyen  de  transformations  du  premier  ordre, 
d'une  relation  singulière;  on  y  verra  apparaître  un  invariant  entier, 
qui  joue  un  rôle  capital; 

2°  et  3°  L'étude  des  fonctions  intermédiaires  singulières  et  des 
courbes  qui  leur  correspondent  sur  la  surface  de  Kiimmer; 

4°  La  formation  de  l'équation  algébrique  qui  lie  les  modules  d'une 
fonction  abélienne  dont  les  périodes  vérifient  une  relation  singulière. 

Xous  réserverons,  pour  un  second  Mémoire,  l'étude  des  transfor- 
mations singulières  et  celle  des  multiplications  complexes. 

Il  va  sans  dire  que  toutes  ces  théories  s'étendent  aux  fonctions  abé- 
liennes  d'un  nombre  quelconque  de  variables;  nous  aurons  à  revenir 
sur  ce  sujet  général. 


PREMIERE  PARTIE. 


Invariant  d'une  relation  singulière. 
1.   Soit  la  relation  singiilièii' 

(i)  A  -  +  B/*  -f-  Cg'  +  D(//-  -  gg:)  -I-  E  =  o. 

Faisons  subir  aux  périodes  une  transformation  d  onlre  (|U('!c()ii(|Me  A': 
soient  (i.  H,  G'  les  périodes  nouvelles  f[ui  correspondent  à  g.  //,  g  \  si 
l'on  désigne  par  {cib)ij  la  quantité  a^bj  —  Ojb^^  on  a  entre  les  [jériodet 


(2) 
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les  relations  d'Hcrmitc  (  '  ) 

^_  {dù),,+  {db),,G  ^  2{dO)o,U  +  {dh)o,G'  +  {(lh),,ilV--  GG')  ^ 
o  —  {ab),,  -i-  (ab),iG  -i-  2 {ab)o3ii  +  {ab)o^G'  +  {ab)^3(iP  —  GG') 

(  ad)„,  4-  (ad),,  G  +  [2{adU  —  /'l  H  +  (ad)„,G'  -^(ad),AH'-GG') 

Il  =  1 — rs "^^ "^ 

(al>)oi-^ 

^.  _  (ac)oi  +  (ffc)„G+2(ac-)o3H  +  (gc)o,G'+(«c),3(H-  — GG')  ^ 

1^  ~  r«^)o. + 
,2             ,       (ct^)o,  +  {cd\,G  +  2{cdU\\  H-  (crf)o,G'  +  (cf?),,(H--GG')  ^ 
-  S^'  -  (abU+ 

les  dénominateurs  sont  les  mêmes  dans  les  quatre  formules;  les  a,, 
bi,  Ci,  di  sont  seize  entiers  vérifiant  les  relations  de  la  transformation 
d'ordre  k  : 

,  (ad),,  +  (/>c)o,  =  (W)„o  +  (/^c)„2 

(3)  =(af/),,  +  (/>c).3  =  («^/).:,+  (^c),,  =  o, 

(  (ad),,  -h  {hc\,  =  (ad),,  4-  (/>c). ,  =  A-. 

On  peut  remplacer  ces  relations  par  les  suivantes  qui  leur  sont  équi- 
valentes d'après  M.  Hermite  : 

I  (a^)o;,+  (al>),.=  (ac),,  +  (ac),, 

(4)  =(ljd)„,  +  (bd),„  =  (cd)o,+  (cd),,=  o, 

(  (ad),,  +  (ad),,  =  (bc),,  +  (bc),,  =  k. 

Inversement,  des  équations  (2),  on  peut  tirer  G,  H,  G',  H-  —  GG' 
en  fonction  de  ^^,  li,  g'  '■ 

{Jb)  ^  ~  {cd)^,  +  {ac)i,g  +  'i{bc)^Ji  +  {db),_,g'  +  {ab)^,{li'—  gg')' 

Il  résulte  de  la  forme  des  équations  (2)  cpie  toute  relation  singu- 
lière  A^4-B^-^Cg•'  +  D(/^^-^4'■ir')^-E  =  o,   entre  ^i'-,  h,  g',    se 

(')  Comptes  rendus  de  l' Académie  des  Sciences,  t.  XL;  i855. 
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transforme  en  une  relation  singulière  entre  G,  H,  G', 
(6)  A,G  +  B,H  +  C,G'  +  D,(H^-GG)  +  E. 


A,--=  A(db).^,-h  B(f«/).,,  +  C(ac);,,+  D(ct/),,+  K(a/>).,, 
B,  =  iA{db)„.,  --h  B  [2(af/)o3  —  k\  -h  ■2C(ac)o,  +  2D(«/)o.,  -t-  2E(^<-//y)„., 
(-)  ^  G,  =  A(db)o;^  B(ad)„.,  -h  C(ac)„2-+-  D(«/)„,-f-  E(a//)„., 
D,=  A(db),,-^  B{ad),,  -+-  C(ac),;,  +  D(cf/),,4-  ECa//),, 
E|  =    A(db)^,-^        B(af/)„,        -t-    C(ac)„, -4-    D(cr/)„|-i-     E(a/y)„, 

2.  Cela  posé,  on  vérifie  immédiatement,  en  se  servant  de  ces  cv- 
pressions  et  des  relations  (3)  et  (4)  entre  les  a,-,  b,,  c,,  d,,  ridenlité 
fondamentale 

(8)  B;  -  4  A,  G,  —  4D,  E,  =  /r  (B^  _  4  AC  -  4DEV 

Par  exemple,  dans  le  premier  membre,  où  A,,  B,,  G,,  D, .  K,  sont 
remplacés  par  leurs  valeurs  (•;),  le  coefficient  de  4  A"  est 

(db)l.  —  (db),,  {db)„,  -  {db\,  {db)„,  ; 

on  peut  récrire,  puisque,  d'après  (4),  (db)„.^  -+-  (db),.,  =  o  : 

-  (db),,  (db),,  -  (db),,  (db),,  -  (db),, (db)„ , , 

ce  (jui  est  nul  identiquement.  De  même,  le  coeflicienl  i\i'  \  Ai>  diins  le 
premier  membre  de  (8)  est 

(db)„,[-i(ad),„  -k\  -  (db)„ (ad)^,  —  {db),,(ad)„ 
-  (db),3  (ad),,  —  (db),„  (ad),„ 

ce  (]u"on  peut  écrire,  en  lenant  compte  de  (i)  et  de  ( 'j  ), 

-(db)„,(ad),,-  (dh)„(ad),„~-  (db),,(ad),,  -■  (db),,{ad),„ 

-  (db)„(ad)„,  -  (db)„,{ad),„ 
quantité  nulle  idcnlifjueiiienl. 
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Calculons  de  même  le  coefficient  de  B-  dans  le  premier  membre 
de  (8);  c'est,  en  remplaçant  ^(ad)^.^  —  A'  par  (ad)^^—  (ad), 2  : 

[(af/)o3  — (afOiîl"—  4(':'d)^,(ad)o.,-  ^(ad).,^{ad)^,, 
ou  : 

[(af/)o3-f-(af/),oj% 

c'est-à-dire,  d'après  (4),  A',  comme  dans  le  second  membre  de  (8j. 
On  vérifierait  d'une  manière  toute  pareille  les  autres  termes  de  la  rela- 
tion (8),  qui  se  trouve  ainsi  démontrée. 

Observons  maintenant  que  A,,  B,,  C,,  D,,  E,,  obtenus  sons  la 
forme  (7),  peuvent  avoir  un  plus  grand  diviseur  commun  p,  de  sotie 
que,  si  A,  =  pA',  B,  =  pB',  .  .  . ,  E,  =  pE',  l'identité  (8)  s'écrit 

(9)  p^(B--  4A'C'-  iD'E')  =  A-'(B^  -  4AC  -  '.DE). 
Inversement,  si  l'on  transforme  la  relation 

AG  +  B  H  +  C'G'+D'(H^-GG')  +  E'=o, 

en  y  remplaçant  G,  H,  G',  H-  —  GG'  par  leurs  valeurs  (5).  en  g,  li, 
<i\  h-  —  gg',  on  retombe  évidemment  sur  la  relation  singulière  (i), 
dont  on  est  parti,  mais  à  un  facteur  entier  près  t,  de  sorte  (pi'on  ol)- 
tient  l'identité,  analogue  à  (9), 

(10)  'jUM'-  4AC-  4DE)z=A-(B'--'4A'G'-4D'E'). 

Bornons-nous,  pour  le  moment,  au  cas  dune  Iransformalion  du 
premier  ordre  {k=:^  i);  les  identités  (9)  et  (10)  donnent  immédiatement 
p-o--  =  I ,  c'est-à-dire  p-  =  a--  =  i ,  et  par  suite 

B'-  — 4A'C'-4D'E'=B--  lAC  -  '|DE, 

c'est-à-dire  que  la  ([uantité  B-  —  'j  AC  —  4 DE  reste  invariai)le  par  les 
transformations  du  premier  ordre.  Ainsi  : 

5.  Lne  Iransformatloii  quelconque  du  premier  ordre  des  pé- 
riodes change  la  i-elation  singulière 

Ag  +  B/<  -h  Cg'  -+-  D^lr  —  gg)  -I-  E  =  o, 
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OÙ  A,  B,  C,  D,  \\  sont  des  entiers  sans  diviseur  commun,  en  une 
relation  singulière  analogue  par  rapport  aux  nouvelles  périodes; 
dans  cette  opération,  la  guantité 

A  =  B--4AC-  4DE 

demeure  invariable. 

On  appellera  celle  qui\nli[r  à  Vi/i\ariant  de  la  relation  singulière; 
e'est  un  entier  de  la  forme  4iV  ou  4N  -H  i,  selon  que  B  est  pair  ou  im- 
pair. Il  résulte  de  là  que  la  parité  du  coefficient  B  ne  varie  pas  par  les 
transforma  lions  du  premier  ordre. 

Réduction  d'une  relation  singulière  à  la  forme  canonique. 

4.  On  peut,  par  une  série  de  transformations  du  premier  ordre, 
ramener  une  relation  singulière  à  une  forme  canonique  extrêmement 
sinqile,  ne  dépendant  que  de  l'invariant. 

5.  Je  dis  d'abord  quon  peut  faire  disparaître  le  terme  en  h"  —  gg' . 
Effectuons,  en  effet,  une  transformation  du  premier  ordre  pour 

laquelltj  on  ait 

a,  =  Oj  =  /;„  =  />^  =  f „  =:  C3  =:  df  =  d.,  =  (/.,  =  o 
«3  =  1;  da=  -i. 

Les  relations  (3)  entre  les  a,,  A,,  c,,  rf,  se  réduisent  à 

(11)  l>,r.,-  l>.,c,  =  \, 

les  autres  élant  idenliquenieut  satisfaites. 
La  relation 

Ag-^\ih-h  Cg'  4-  D(/r  —  gg')  +  K  =  o 

devient  alors,  si  Ton  remplace  g,  h,  g' .,  h"^  —  gg'  \n\r  leurs  valeurs  (2), 
une  relation  de  même  forme  en  G,  H, G',  où  le  coefficient  de  II*  —  GG' 
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cl  le  terme  indépendant  ont  pour  valeurs 

i  D,  =  -Cc,  -  El,,, 

1  E,  =  -  A  h,  -+-  ])c,  -+-  a„{  Ce,  +  Eh,). 


(12) 


11  est  aisé  de  faire  disparaître  D,   :  soit  o  le  plus  grand  commun 
diviseur  de  C  et  de  E;  on  prendra 

b.,  et  c,  seront  premiers  entre  eux,  de  sorte  qu'on  pourra  toujours 
trouver  des  entiers  b,  et  c,  vérifiant  (ii);  quant  à  a„  il  restera  arbi- 
traire. 

6.  Je  dis,  en  second  lieu,  qu'on  peut  faire  disparaître  le  terme  con- 
stant. 

Supposons,   en  effet,  la   relation   singulière   privée    de    terme    en 

"  OS     ■ 

Ag  -t-  BA  -h  Cg'  +  E  =  o ; 

effectuons  la  transformation  du  premier  ordre  qui  n'altère  pas  b  el g' . 
et  qui  remplace  g  par  «--l-  0,  0  étant  un  entier  quelconque:  la  relation 
singulière  devient 

A  g  -+-  B//  -f-  C-'  +  E'  =  o,         E'  =  E  +  AO. 

Je  dis  qu'on  peut  disposer  de  0  de  manière  que  le  plus  grand  commun 
diviseur  de  C  et  de  E'  divise  A. 
Soient  en  effet  : 

0,  le  plus  grand  commun  diviseur  de  A,  C,  E; 

o,So  le  plus  grand  commun  diviseur  de  A  et  E; 

C 

—  sera  premier  avec  Oj. 

D'après  le  théorème  de  Diriclilet  sur  la  progression  aritlimétique. 
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on  pourra  choisir  0  de  manière  ({iie 

soit  un  nombre  premier  p,  supérieur  à  C  :  le  premier  terme  et  la  raison 
de  la  progression  sont  en  effet  premiers  entre  eux;  on  aura  alors 

E'=E  +  A0  =  î5,o,y9. 

Le  plus  grand  commun  diviseur  de  E'  et  de  C  est  alors  o,,  puisque  4- 

est  premier  avec  o^p,  ce  qui  démontre  la  proposition  énoncée. 
Ainsi  la  relation  singulière  peut  être  supposée  de  la  forme 

(i3)  A«-  +  B/*-f-C-'+E  =  o. 

le  plus  grand  commun  diviseur,  0,  de  C  et  E  divisant  A. 

Effectuons  maintenant  la  même  transformation  du  premier  ordre 
qu'au  n°  3,  la  relation  (i3)  devient 

A,  G -4- B,  H  4- C,  G' +  D,  (H^  -  GG  )  +  E,  =  o, 

avec (12)  : 

D,  =  —  Ce,—  Eb^,         E(  =  —  A/^,  -^  rt„('Cc,  -+-  E/>,\ 

et  je  dis  qu'on  peut  annuler  D,  et  E,. 
Pour  annuler  D,  prenons 


r  =  -  b  = 


la  relation  (11)  devient 


,    F.  C 

f'.y  -t-C,  y 


E       C 
et  elle  a  des  solutions  en  b^,  (\,   puisque  -  cl  —  sont  premiers  entre 

eux.  Soit  b^^  c,  une  solution  quelconque;  on  annulera  K,  si  l'on  peut 


SUR    LES     F0:JCTI0.NS    ABÉLIENNES    SINGULIÈRES.  2^1 

choisir  a„  de  manière  que 

c'est-à-dire 

a„o  =  A  A,  ; 

cela  est  possible,  puisque  o  divise  A,  par  hypothèse. 

Ainsi  une  transformation  convenable  du  premier  ordre  jtermet  de 
ramener  la  relation  singulière  générale  à  la  forme 

(.4)  Ag^B/i^Cg'=o. 

7.  On  peut  encore  pousser  plus  loin  la  réduction  en  employant  les 
transformations  du  premier  ordre  des  deux  types  suivants  : 

8.  Picniici-  type.  —  Pi'enons 

a.,  =  «3  =  Z'j  =  63  =  Cy  =  c,  ^  d^  =  (/,  =  o. 

Il  résulte  des  formules  (7  ")  que  la  relation  (i4)  garde  la  même  forme 
en  G,  H,  G';  c'est-à-dire  qu'il  ne  s'introduit  ni  ternie  en  H- —  GG',  ni 
terme  constant  :  les  quantités  (rf^)„,,  (ad)g,,  (ac)„,,  (db).,j,  (ad).,^, 
(ac)o,  sont  en  effet  toutes  nulles. 

Prenons  en  outre 

les  relations  (3)  entre  les  a,,  />,,  c,,  d,  se  réduisent  à 
(i5)  a^b,  —  a,  b„  =  1 , 

et  l'on  a,  pour  exprimer  g,' h,  g  en  G,  H,  G   : 

o-=  b\G  ~^b,b,}\^bl(l, 

Il  ^^  —  rt,  ^,G  -!-  {a^b^  -f-  a,  /^„  )H  —  «„^„G', 

g'—  a^G  —  2a„a,H -I- a^G'. 

Journ.  de  Malli.  (b'  série),  tome  V.  —  Fasc.  Ill,  iSyg.  J  I 
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La  relation  singulière  (i4)  devient  alors 

A,G  +  B,H  +  C,G'  =  o, 
élant  posé 

A,  ^  Ai^  —  Ba,  bf  -+-  Cà\, 

B,  =  —  2A/>„/>|  +  B(«(,/>|  -+-  «,  b„)  —  2Ca„a,, 
C I  =  A  &j;  —  B  a„  b„  +  C  «„ . 

Les  coefficients  A,,  —  B,,  C,  sont  précisément  ceux  qu'on  obtient 
en  efTectuant  sur  la  forme  quadratique 

Ax^  —  \ixy  -+-  Cy- 

la  substitution  de  déterminant  i   [à  cause  de  (i5  )| 

X  =  /;,  x' -\-  b„y',         j'  =  a,  x''  -+-  «„_>''. 

Ainsi,  en  désignant  par  (A,,  —  B,,  (^,)  une  forme  quadratique 
quelconque  équivalente  à  la  forme  (A,  —  B,  C)  la  relation  singulière 
A^  ■+- B/«  +  C^'"'=  o  peut  se  ramener,  par  une  transformation  du 
premier  ordre,  à 

A,^'-  +  B,  A  4-  C,^'=  G. 

î).   Second  type  —  Prenons  maintenant 

a^  =  Oo  =  ^„  =  b.^  =  c„  =  c.j^  dt=^  d.2=  o, 


Les  relations  (3)  entre  les  a,,  ^,,  r,-,,  fZ,  se  réduisent  à 
(<6) 


d.,  —  «3  = 
/',  Co  —  b.,c,  = 


et  la  relation  singulière  Ag  -h  Bh  -h  Cg'  =  o  devient 

A  G  +  B'H  +  G'G'+D'(H--  GG')  +  E'=o, 
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étant  posé  : 

A'  =  Ad^b,  -+-  Ca, c,, 

B'  =  B, 

C^Ab.  +  Cc,, 

D'  =  —  Adjb.,  —  C  a^  c„ , 

E'  =  Ab,-hCc,. 

Annulons  D' et  E' :  à  cet  effet,  désignons  par  S  le  plus  grand  C(jiiunun 
diviseur  de  A  et  de  C,  de  sorte  que 

A  =  oa,  C  =  oy, 

a  et  Y  étant  premiers  entre  eux. 
Pour  annuler  E',  posons 

^^  =  Y,  c,  =  — a; 

annulons  D'  : 

(17)  a^/j/^j  +  ycfaCo  =  o. 
Les  formules  (i6)  s'écrivent  alors 

(18)  d^^i-ha.^,  yc.,-\- oi.b2=  t . 

Soit  (62,  c.,)  une  solution  quelconque  de  la  dernière  équation  (il  en 
existe,  puisque  a  et  y  sont  premiers  entre  eux);  la  relation  (17)  donne, 
en  tenant  compte  de  (18)  : 

«3  =  —  aft^; 
d'où 

^/j  =:  1  +  «3  =;  I  —  Cib.,, 

et  tous  les  nombres  a,,  6,,  c,,  dj  sont  déterminés. 
On  a  alors 

A' =  07.7(1  —  a^^)  -+-  oy.y  oi.b.^^=  oxy, 

B'  =  B, 

C  =  oixb^-i-  oy  C2=  ^(yCo  -f-  a/y^)  =  0; 


^44  G.     HL'MBERT. 

ce  qui  montre  que  Ton  peut  faire  en  sorte,  par  une  transformation  du 
premier  ordre,  que  C  se  réduise  au  plus  grand  commun  diviseur  de  A 
et  de  C  et  divise  A'. 

10.  Cela  posé,  la  relation  singulière  étant  ainsi  ramenée  à  la  forme 

dxg  -h  Bh  -+-  Cg'  =  o, 

on  peut  supposer  B  et  C  sans  diviseur  commun.  EfTectuons  maintenant 
une  des  transformations  du  premier  type  pour  laquelle  on  ait 

Oo=^i  =  «i  =  I>  ^o  =  Oi 

la  relation  singulière  ci-dessus  devient,  par  les  formules  du  n"  8  : 
(Ca-B  +  C)G  +  ^B  — 2C)H  +  CG'=o. 

Le  plus  grand  commun  diviseur  des  coefficients  de  G  et  G',  c'est- 
à-dire  de  C(a  —  i)  —  B  et  de  C,  est  celui  de  B  et  de  C,  c'est-à-dire 
Vunité;  on  pourra  donc,  par  une  transformation  du  second  type, 
ramener  la  relation  singulière  précédente  à  une  forme  analogue,  où 
le  coefficient  de  g'  sera  Vunité^ 

(19)  Ag  -^Bh  +  g'  =0. 

1 1 .  Distinguons  maintenant  deux  cas  selon  que  B  est  pair  ou  impair 
(on  a  vu  au  n"  5  que  la  parité  de  B  ne  changeait  pas  dans  les  trans- 
formations du  premier  ordre). 

i"  Si  B  :=  2B',  la  forme  quadratique 

A  x'^  —  2  B'  xy  -f-  y- 
peut  s'écrire 

(y-\\xy-^{A-B'^)x^-; 

elle  est  donc  équivalente  à  la  forme 

(A-B'^)X-^-Y% 
où  il  n'y  a  pas  de  terme  en  X\  .  Par  suite,  d'après  le  n"  8,  la  relation 
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singulière  (19)  peut,  par  une  transformation  du  premier  type,  se 
ramener  à  la  forme 

(19^/5)  A,g-hg'=n. 

2°  SiB=  2B'-M.  la  forme 

Ax^  —  (2B'-4-  f)xy  -\-y^ 

est  équivalente  à  la  forme 

(A  -  B-  -  B  )  X^  -  XY  +  Y% 

car  elle  s'écrit 

(y  -  B'.r)-  -  (7  -  B'x)x-^  (A  -  B'^*  -  B')x^; 

donc  la  relation  singulière  (19)  peut  se  ramener  à  la  forme 

(igter)  X\g  +  h+g'=o. 

Observons  maintenant  que  la  quantité  A  =  B-  — 4AC  — 4DE  est 
un  invariant;  si  donc  A  est  la  valeur  de  cet  invariant  pour  la  relation 
singulière  générale  dont  on  est  parti;  on  aura 

—  4A,  =  A,  si  B  est  pair, 

I  —  4 A',  ^  A,  si  B  est  impair: 

ce  qui  détermine  A,  et  A',  en  fonction  de  A.  Voici  donc  le  théorème 
final  : 

12.   Théorème.  —  Soil  une  relation  singulière  quelconque 
A  -  +  B/i  +  Ce'' +  D(/r  -  o-o-')  +  E  =  o  : 

si  son  imririant  A  =  B-  —  4AC  —  4  DE  est  divisible  par  !\,  c'est- 
à-dire  si  B  est  pair,  on  peut,  par  des  transformations  du  premier 
ordre  des  périodes,  la  ramener  au  type 

-  7^  +  5''  =  o; 
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et  si  A  est  de  la  forme  4  iN  -+-  i ,  c'est-à-dire  si  B  est  impair,  au  type 

A— I  , 

15.  Corollaire.  —  Il  résulte  de  là  que  deux  relations  singulières 
quelconques,  de  même  invariant,  sont  équivalentes,  c'est-à-dire 
peuvent-être  ramenées  lune  à  Tautre  par  une  transformation  du 
premier  ordre  :  Tune  et  lautre  en  efl'et  peuvent  être  ramenées  à  un 
seul  et  même  type,  où  ne  figure  que  l'invariant.  Ainsi,  dans  le  sens 
qui  vient  d'être  attribué  à  léquivalence, 

Toutes  les  relations  singulières  de  même  invariant  sont  équiva- 
lentes. 

Propriétés  de  l'invariant. 

14.   Théorème.  —  L'invariant  est  essentiellement  positif . 
Prenons,  en  effet,  la  relation  singulière  sous  la  forme 

(2o)  a--f-^//+Y-'=o, 


on  a 


A  =  ?— 4ay, 


Pour  qu'il  existe  des  fonctions  abéliennes  de  u,v  ayant  pour  couples 
de  périodes  i ,  o;  o,  i;  ^,  A  ;  //,  g\  il  faut  (et  il  suffit),  comme  on  sait, . 
qu'en   désignant  par  o-,,  /?,,  g\  les  parties  imaginaires  de  g,  li,  g' 
(g  =  g. -h  ig, ,...),  on  ail 

On  a  entre  g,,  /i,,  g\  la  relation,  déduite  de (20)  : 

et  si  l'on  tire  A,  de  cette  é(piiilion  pour  le  porter  dans  l'inégalité  pré- 
cédente, celle-ci  devient 
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Pour  qu'il  puisse  exister  des  valeurs  réelles  de  o",,  g^  vérifiant  l'iné- 
galité, il  faut  évidemment  que  le  trinôme  en  "•,  et  ^i^',  ait  ses  racines 
réelles  et  distinctes,  c'est-à-dire  que 

(2aY-;i-^;=-4'^^r>o    ou    ;i^(3^-4aY)>o, 

c'est-à-dire  A  >  o,  ce  qui  démontre  le  théorème. 

15.  Théorème.  —  Si  V liwarianl  d^une  relation  singulière  est 
carré  parfait,  une  intégrale  abéliennc  de  première  espèce  corres- 
pondant aux  périodes  considérées  est  réductible  à  une  intégrale 
elliptique;  et  réciproquement. 

En  effet,  pour  qu'une  intégrale  de  première  espèce  se  réduise  à  une 
intégrale  elliptique,  il  faut  et  il  suffit  que  les  périodes  de  u  -+-  \v  se 
réduisent  à  deux,  \  désignant  une  constante  convenable.  Les  périodes 
simultanées  de  «,  r  étant  i,  o;  o,  i;  ^,  A;  li,  g\  les  périodes  de  u-\-\v 
sont 

I,     X,     g  +  'kh,     à -h 'kg'; 

si  donc  cj  et  w'  sont  les  périodes  elliptiques,  il  faut  et  il  suffit  (pic  Ion  ait 

/  I  ^=  ni^io  -+-  n^to' , 

\  A  =  /)i,  O)  -h  /*,  o)', 

(21)  '  .   , 

(g  -f-  /Ji  =  ni.bi  -+-  n.,  w  , 
h  +  'kg'  :=  m^  o)  -f-  «3 oj'  ; 

les  /??,,  «(•  étant  des  entiers.  On  en  conclut,  en  éliminant  A,  w  et  co  ,  la 
relation  de  forme  singulière,  entre  g,  //,  g', 

j  o  =  {nm)„,g  -h[(nm),.,  -  (nm%i]h 

}  -(nm),.,g'-h{nm)„^(/r  —  gg')  —  (nm).,,.. 

Je  dis  que  Finvariant  correspondant  est  un  carré  parfait,  ce  (pii  revient 
à  établir  que  l'expression 

est  un  carré  :  c'est  en  effet  le  carré  de  («m), 3  -+-  (n/n)„.,. 
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Ainsi,  dans  le  cas  elliptique,  il  existe  entre  les  périodes  une  relation 
singulière  dont  l'invariant  est  un  carré;  réciproquement ,  si  Tinvariant 
d'une  relation  singulière  est  le  carré  /*-,  celte  relation  est  équivalente  à 
la  relation  nh  —  [  =  o,  qui  a  même  invariant  :  le  tableau  des  périodes 
peut  donc  être  ramené,  par  une  transformation  du  premier  ordre,  à 

I 
I,"   o,     s;,     -' 

I 

f>,     I ,     —  >     ii  1 

ce  qui  prouve  bien  qu'on  est  dans  le  cas  elliptique;  et  il  y  a  deux  inté- 
grales réductibles  aux.  intégrales  elliptiques. 

16.  Remarque  I.  —  Les  considérations  précédentes  fournissent 
une  nouvelle  démonstration  du  théorème  de  ^^  eierstrass-Picard  (') 
sur  la  réduction  des  intégrales  hyperelliptiques  de  genre  deux  aux 
intégrales  elliptiques;  elles  montrent  également,  ainsi  que  M.  Picard 
l'a  vérifié  directement  (-),  que  la  forme  de  ^^  eierstrass 

I  "î  7 

II  =^  —         OU         nli  —  m  =  o 

n 

est  équivalente  à  la  forme  nh  —  i  =  o,  car  l'invariant  est  rr  dans  les 
deux  cas. 

17.  Remarque  II.  —  L'invariant  A  étant  positif  et  de  l'une  des 
formes  4iN  ou  4^f  +  i  a  pour  plus  petite  valeur  i  :  ce  cas  ne  corres- 
pond pas  à  de  véritables  fonctions  abéliennes,  puisque  le  tableau  des 
périodes  peut  se  ramener,  en  faisant  //  =  i ,  à 


0.  ',      I,     g\ 
c'est-à-dire 

1,  ",     g,     o, 

o,      ',     ",     g'\ 

('  )  Butlelin  de  la  Société  maUiéinaliquc  de  France,  l.  XI,  p.  .'|3. 
(')  Ibid.,  t.  XII,  p.  ij3. 
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les  foiiclioas  hypercllipliques  correspondantes  sont  alors  des  combi- 
naisons rationnelles  quelconques  de  fonctions  séparément  ellipliques 
par  rapport  aux  variables  u  et  r. 

18.  Intégrales  réducliblcs.  —  Lorsque  A  est  un  carré  parlait, 
A  ==  /r,  on  obtient  les  deux  intégrales  réductibles  aux  intégrales  ellip- 
tiques par  la  formule  u^\v,  où  \  est  choisi  de  manière  que  les 
périodes  de  u  +  'kv  se  réduisent  à  deux  :  ces  deux  périodes,  w  et  co', 
et  la  quantité  A  vérifient  les  relations  (21  ),  d'où  Ton  a  déduit  la  rela- 
tion singulière  (22). 

Soit  donc  A^^  +  B/i  -+-  Cg'  +  Yi{lr  -  gg')  -t-  E  =  o  la  relation 
entre  les  périodes;  en  écrivant  qu'elle  est  identique  à  (22),  on  a 

j  (""Oo:i  =  p  A, 

I  {nni )y^  —  (nni),,.^  =  pli, 
(23)  _(«///),,=  pC, 

I  —{nn>).,^^pE, 

p  étant  un  entier.  Éliminant  w  et  w'  entre  les  équations  (21)  on  trouve 

(nni),,  —  l(nni)„2-^  (g  +  ''^^O  ('"")oi  =  "^^ 
(nni),,  —  \(nni)^,  -+-  (//  -f-  \g')(nm)„,  =  o. 

Multiplions  la  seconde  de  ces  relations  par  >.  et  ajoutons  à  la  pre- 
mière, il  vient,  en  tenant  compte  de  (23), 

-  pC  +  XpB  -+-  (g  +  AA)pD  -  VpA  ~h  M/i  4-  A -')pD  =  o, 

ou,  en  ordonnant  par  rapport  à  A, 

r-(Dg'~  A)-i-k(2D/i^-  B)  -f-D-  — C=.o, 
ce  qui  donne  pour  X  les  deux  valeurs 

-iBh  -  B  ±  ^fWi/t'-  ffg')  H-  ixDBh  +  40^»°-  -f-  4DCg'+  B'-4AC 


A 


Journ.  de  Math.  (  J'  série),  loine  V.  —  Fasc.  III,  1899. 
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En  vertu  de  la  relation  Ag  -+-  Bh  -+-  Cg'  -h  D(A^  —  gg')  =  —  \i.  la 
(juantité  sous  le  radical  est  B-  —  /(  AC  —  /(DE,  c'est-à-dire  A;  donc 

-   _  —  aP/i  — B±v  A  I  _  —  2D/<  — B±v/I 

ce  qui  donne  les  deux  valeurs  cherchées  de  X. 

19.  Extension  d'un  ihéorènie  de  M.  Poincare.  —  M.  l'oincaré  a 
montré  cjue,  s'il  existe  plus  de  deux  intégrales  réductibles  aux  inté- 
grales elliptiques,  il  en  existe  une  infinité:  ce  qui,  dans  notre  langage, 
s'énonce  ainsi  : 

S'il  existe  entre  les  périodes  deux  relations  singulières  pour 
chacune  desquelles  l'invariant  soit  carré  parfait,  il  existe  une  infi- 
nité de  telles  relations  ('  ). 

Plus  o;énéralement,  nous  allons  établir  que  : 

S'il  existe  entre  les  périodes  deux  relations  singulières  dont  /'une 
ait  pour  invariant  un  carré  parfait,  il  y  a  une  infinité  de  telles  rela- 
tions. 

Soient,  en  effet,  les  relations 

(24)  A  -  +  BA    +  Cg-  -+-  Y){lr  -  gg)  -t-  K  =  o, 

(25)  A,g-+B,/i  +  C,o-'+D,(/«2-i-''^^E,  =  o. 

où 

A  =  B=-  ',AC-  '|DE 

est  le  carré  n". 

On  en  déduit,  en  multipliant  par  les  entiers  p  et  t  et  ajoulaiil.  la 
nouvelle  relation  singulière 

o  =  (  Ap  +  A,a)o-  H-(Bp  -I-  B,T)A 

-f-  (Cp  -t-  C, a) -'  +  (Dp  +  D,  ^){lr  -  gg')  +  Ep  +  E, a, 

(')   American  Journal  of  Malhemalics,  t.  \III.  p.  3o6. 
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(loiil  l'invariant  (à  un  fadeur  carré  près)  est 

A,  désigne  Tinvariant  de  la  relation  (2,5)  et  M  une  fonction  de  A, 

B,  .  .  .,  E;  A ,  E,,  qu'il  est  inutile  d'expliciter. 

1,1'  tliéorènie  est  qu'on  peut  déterminer  la  fraction  '"-  d'une  iniinilé  de 
manières  différentes,  de  telle  sorte  que  le  nombre  Ap'- 4- Mot  4- A,  7-  soit 
un  carré;  or  on  peut  écrire  ce  nombre,  en  remplaçant  A  par  «-,  et  en 
désignant  par  0  un  entier  quelconque, 

(//G  +  07)-'-+-7[Mp-4A,7-  2/iOp-  O-TJ. 

et  ce  sera  un  carré  si  l'on  prend  -  de  telle  sorte  que  le  terme  entre  cro- 
chets s'annule,  cest-à-dirc  si 


()•-— A,        M  — -a/iO 
d'où,  puisque  0  est  quelconque,  une  infinité  de  solutions. 

G.     Q.     F.     D. 


DEUXIÈME  PARTIE. 


Fonctions  intermédiaires  singulières. 

20.   Soit  un  système  de  périodes  normales  des  variables  u  et  v 

I,       o,       i,',       //, 
o ,      I .      h.     g  ; 

en  changeant  au  besoin  les  signes  de  i;',  //,  g'  simultanémenl,  on  a  le 
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droit  de  supposer  que  la  partie  imaginaire,  i,',,  de  i;  est  positixc;  il  en 
sera  de  même  de  la  partie  imaginaire,  g\^  de  if',  à  cause  de  rinégalité 
nécessaire  h\  —  g^  g\  <^  o. 

A  l'exemple  de  Briot  et  Bouquet  (  '  )  et  de  M.  Poincaré  (  -  ).  nous 
appellerons  /"owc/Zo/i  intermédiaire  toute  fonction  entière  de  ?/,  \-  qui 
se  reproduit,  multipliée  par  une  exponentielle  e^«+t^"+''^  quand  «,  c  aug- 
mentent d'une  période. 

En  désignant  par  /(«,  c)  une  telle  fonction,  on  a  ainsi 

/(m  +-,(•  +  A)  =  eV'^i^."+-,/(i/,  f), 
/(;/  -h  //,  (•  -+-  g')  =  r'^"-^i^^'-^-'>/(;/,  r). 

En  multipliant  /(«,(')  par  une  exponentielle e""'"^'"""^'"'"^''"*'",  a,b, ... 
étant  des  constantes,  on  peut  évidemment  disposer  de  ces  constantes 
de  manière  que  le  produit  de  l'exponentielle  par  f{u,  c),  produit  que 
nous  désignerons  par  9(w,  t),  vérifie  les  relations 

o(a4-  i.c)  =  cp(M,  f), 
cp(z/,r+. )  =  .''"'?(«,.•); 

il  suffit  pour  cela  de  prendre 

2  rt  ^  —  X I ,  />  =  —  UL,  ,  f/  -f-  a  =  —  V , , 

2C=  —  [A,,  /+C  =  —  V., 

0  est  une  constante,  égale  à  —  [j.,. 

La  fonction  ^(w,  r)  satisfait  donc  aux  conditions 


(■) 


Cp(M4-l,P)  =  î(«,p), 

9(»  -+-  //,  r  +  g')  =  5(«,  P)''^'"  '  '"'""■'' 


('  )   Traité  des  fonctions  elliptiques. 

{")   American  Journal  of  Malhematics.  t.  N'III,  p.  3i6. 
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Pour  que  les  deux  premières  équations  soient  compalil)les,  il  faut 

que 

0  =  2  7:  m, 

n  étant  entier;  de  même,  la  première  et  la  seconde  combinées  succes- 
sivement avec  les  deux  autres  donnent 

A  =  —  2-  //,      A'  =  2-«7',      a  =  ■2-.i(rn  —  ns:),      a'  ^2T.i(m'  —  nh  ). 

/.  /'.  w,  m  étant  entiers.  Enfin  la  combinaison  des  deu\  dernières 
relations  (i)  donne 

A //  4-  \i.</  =  A' _£r  ^  u,' h  ^  iqr. /, 

q  étant  entier.  En  remplaçant  A,  a,  A',  a'  par  leurs  valeurs  ci-dessus, 
on  trouve 

l' g  -(-  im'  ^  l)h  —  ing'  —  n{lï-  —  gg  )  -(-7  =  0; 

si  donc  les  entiers  /',  m'-f-  /,  /«,  /«,  q  ne  sont  pas  nuls  à  la  fois,  il  existe 
entre  g^  h,  g'  une  relation  singulière. 
Dans  le  cas  où 

/'  =  m'  -)-/  =  m  =  rt  =  ^^o, 

les  relations  deviennent 

0(11  ^  1,1-)  =  9(m,  p  -m)  =  ç,(w,  V), 
o(u-^  g,v^h)  =  e-="'"'+'o(«,  p), 
o(u-i-h,i-^  g')  =  .'-=-"■■-•'' 9 («/,  (•); 

la  fonction  o(«,  p)  est  alors  une  fonction  thêta.  Ainsi,  dans  le  cas  où 
il  n'y  a  pas  de  relation  singulière  entre  les  périodes,  les  seules  fonctions 
intermédiaires  sont  les  fonctions  thêta  et  leurs  produits  par  des  expo- 
nentielles''""'""'"""^    . 

21.  Supposons,  au  contraire,  qu'il  y  ait  entre  g,  h,  g'  une  relation 
singulière,  et  ramenons-la,  par  une  transformation  du  premier  ordre 
des  périodes,  à  la  forme 

01. g  -+-'^li  ~  ^ig'  =  o. 
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On  a  alors,  en  désignant  par  k  un  entier, 
/'  =  —  aA-,         m' -\-  l  =  ~  [iA,         m  =  yA,         //  =  (/  =  o, 
el  les  relations  (i)  s'écrivent 

.  o(u  -f-  I,  v)  =  o(u,  V  +  i)  =  o(it,  f), 

Si  A  est  nul,  la  fonction  ci  «,  c)  est  une  fonrtioii  tlicla  d'ordrr  /; 
si  A<o,  il  entre  dans  la  délinition  de  ^(w,  i')  f/ci/J^'  nombres  entiers, 
/  et  A,  que  nous  appellerons  les  indices  de  la  fonction  intermédiaire 
sin:;u/ière  0(11, ç). 

22.  Considérons  maintenant  le  déterminant  0  des  coelficieiits 
de  M,  p  dans  les  exponentielles  qui  figurent  aux  seconds  membres  des 
deux  dernières  équations  (2) 

0  =  /(/  +  A^)  -+-  oiy/r  ^  l-  +  ^^Jd  4-  y-k\ 
.le  dis  que,  en  général,  0  n'est  pas  nul.  Car,  si  0  =  o,  on  a 

/.•  2 

ce  qui  exige  que  ^"  —  A^Yj  c'est-à-dire  l'invariant  A  de  la  relation  sin- 
gulière entre  les  périodes,  soit  un  carré  parfait.  Ainsi,  6  ne  peut  être 
nul  que  dans  le  cas  elliptique. 

25.  Cas  elliptique.  —  Avant  d'aller  [)lus  loin,  supposons-nous 
placés  dans  le  cas  elliptique,  /  el  A  étant  tels  que  Z  =  o,  et  étudions  les 
fonctions  ç(»,  p)  correspondantes. 

A  cet  cflel,  supposons  y  •--  i,  comme  nous  en  avons  le  droit,  dans  la 
relation  entre  les  périodes;  soit 
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ce  qui  donne 


Les  nombres  ^  et  n  sonl  nécessairement  de  même  parité. 
On  a  pour  j^  im  écrivant  0  =  0, 

L  —  —  ?±" 
/.  ~         2 

Supposons,  par  exemple, 


Cela  posé,  nous  savons  qu'il  y  a  deux  fonctions  de  la  forme  u  -r-  Ar, 
ou  ^î<  -f-  f,  qui  u"ont  que  deux  périodes;  les  deux  valeurs  correspon- 
dantes de  r  sont  (  n"  18) 

t.  ' 

I  _  —  3  ±  /i 
À  —  2 

Prenons  pour  variables  nouvelles,  à  la  place  de  u  et  i-,  ces  deux 
fonctions,  en  posant 

n  V  =  r  + « 

2 

la  fonction  ç.(;/,  r).  (jui  vérifie  les  relations  (2),  devienl  une  fonction 
■/(  U,  V),  et  ces  relations  donnent  sans  diflicullé 

/(L-  -  ,:■  V  ^  I)  =  .,(u  ^  lii,  V ^  ?^)  =  u Ls  v>, 

/.(.L-  -  ^*-  ^  V  ^  ^,^  ^)  =  y,  L-.  V,,..".-, 


256  G.     HUMBERT. 

Si  Ton  pose 

2  /î     ~  n  in     ^  Il 

on  déduil  de  là,  en  tenant  compte  de  la  relation  singulière 

(3)  ^^-f-^yi  +  ^^o, 

4 

les  équations  nouvelles  : 


n-?. 


La  combinaison  des  deux  dernières  donne  facilement 

(.-,)  ■/XU,V4-«0')  =  x(u,V)6>"", 

V  "  étant  une  constante. 

D'ailleurs  x(U,  V)  ayant,  en  vertu  de  (4),  les  périodes  i ,  o;  o,  i , 
et  étant  une  fonction  entière,  peut  se  développer  par  la  formule  de 
Fourier 

(6)  7XU,V)=IA,„e— -"-. 

Exprimons  que  cette  série  vérifie  (5);  il  vient,  si  A^,5o, 

d"où,  en  remplaçant  ù'  par  sa  valeur, 

E  étant  un  entier.  Une  telle  relation  ne  peul  avoir  lieu  pour  deux  va- 
leurs q  et  q„,  de  l'entier  q\  car  on  en  déduirait,  par  soustraction. 


(?"?o)[^^'-f- /']-!•: -1^0. 
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Soient  alors  g,,  //,,  g\  les  parties  imaginaires  de  g,  h,  g' \  on  aurait 


M  do  la  relation  (3)  entre  les  périodes  on  tirerait 


d'où 

h\  —  g^g\  =  o, 

ce  qui  est  contraire  à  lliypollièse  initiale. 

Par  suite,  dans  la  série  de  Fourier  ((>),  q  est  constant  et  égal  à  g-,,; 
en  supprimant  le  facteur  ^'""''"^ ,  on  voit  que  x(t^  V)  est  une  fonction 
de  la  seule  variable  U,  et  les  relations  (4)  niontrent  (|ue  c'est  une 
fonction  thêta. 

/«pe/'*<'/«i'///,  on  établit  sans  difllcullé  qu'une  fonction  llièla  ((>lli|i- 
tique)  de  U  vérilie  des  équations  de  la  forme  (2),  avec  0  =  o. 

Rrinarquf.  —  Si  l'on  avait  supposé 

/  —  ?  -H  « 


A 

on  aurait  trouvé  de  même  une  fonction  tliéta  t\^-  la  seule  variable  \  . 

Ainsi,  dans  le  cas  elliptique,  i  peut  être  nul;  les  fondions  inter- 
in(kliaires  correspondantes  sont,  à  un  facteur  exponentiel  près, 
des  fonctions  thêta  elliptiques  d'une  seule  variable. 

li.  Laissant  décote  le  cas  de  ces  fondions  tliéta  ellipti(pies,  nous 
avons  le  droit  de  supposera  différent  de  zéro;  nos  résultats  s'appli- 
queront aussi  bien  au  cas  elliptique  qu'au  cas  général. 

Reprenons  la  relation  entre  les  périodes  sous  la  forme 

01. g  -h  pA  -i-Y^''=  o, 

et  revenons  aux  équations  (2)  qui  caractérisent  une  fonction  intermé- 
diaire singulière  o{u,{'),  d'indices  /  ct/i;  0  n'étant  pas  nul,  on  peut 

Journ.  Je  Math.  {':>'  série),  tome  V.  —  Fasc.  Ul,  iSgy.  -'J 
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faire  le  clianf;emcnt  de  variables 

^^^  )  i-=  /.a   U-      ZV; 

croù  Ton  tire 

La  fonction  9(i/,  r)  devient  alors  une  fonction  0(1  ,  V),  et  les  deux 
premières  équations  (2)  donnent 

< 9)      0(1:  -  (,  V  -  '^})  =  o(u  -I-  ^,  V  -  ^)  =  0(i:,  V;, 

d'où  Ton  déduit,  en  désignant  par  0  et  7  deux  enliers  arbitraires, 
0flj._oU^^,  V-p^-^^^)  =  0(U,V). 

En  prenant  0  ^  —  l  —  k'^ ,  a  ^  k c/.,  on  a 

0(L]  +  i,Y)  =  0(U,V), 

et  Ton  voit  de  même  que 

0(U,V  +  i)  =  0(U,V). 
luilin,  si  Ton  pose 

(j   ^  ^ > 


(')   Les  deu\  valeurs  de  H  soiil  les  mêmes,  en  veilii  de  hi  iidali 
ai'  -t-  '^/i  -(-  7.^'=  "• 
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les  deux  dernières  équations  (  2)  donnent 

(  0(u  4-  G,  V  +  H)  =  c-"'^^'  o(U,  V). 

^'"''  (  0(1-4-11,  V  + G')  =  ^'"''""'0(0,  V); 

en  Y  joij;'nant 

0(L  +i,V)=0(U,Y-f-i)  =  0(U,V), 

on  voit  que  0(L  ,  ^  )  est  une  fonction  thêta,  d'ordre  0,  aux  périodes 
1,0;  o,  I  ;  G,  H;  II,  G'  ;  mais  ce  n'est  pas  une  fonction  0  quelconque, 
à  cause  des  relations  (9)  : 

(,))     0(^1:-  [.  v-^)  =  o(^u+^,  V-  ^A^)  =  o(U,V). 

2d.  Conditions  d'existence  des  fonctions  intermédiaires  singu- 
lières. —  Pour  qu'il  existe  des  fonctions  thêta  de  U,  V  vérifiant  (10), 
deux  conditions  sont  nécessaires  et  suffisantes  : 

1°  En  désignant  par  G,,  H,,  G,  les  parties  imaginaires  de  G,  H,  G', 
il  faut  que  H^  —  G,  G',  <  o. 

Or  on  a,  en  désignant  par  g^,  /i,,  g\  les  parties  imaginaires  de  g, 

l_l  I    ^  >  A 1  I    ■  >  ^  > 

'00  0 

d'où 

H;  -  G,  g;  =  4, 1  -  /A,  + /^Y^;  ]  I- /'■='#■.  -  (-^  +  ^?)  ^.  ] 

et  l'inégalité  à  vérifier  devient,  puisque  li\  —  i; ,  g\  <^  o, 
(11)  0  >  o,      c'est-à-dire     /-  -+-  J^AV  -+-  ayA-  >  o. 

2°  En  second  lieu,  il  faut  que  0,  ordre  de  la  fonction  llièta.  ail  le 
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signe  coiilraiic  à  celui  de  la  partie  imaginaire  de  Ci,  c'est-à-dire  ([iic  G, 
soit  négatif;  ainsi 

(12)  - /^^  + Ay/'.<o, 

inégalité  évidcniment  compatible  avec  la  précédente,  et  sur  la(Hielle 
nous  reviendrons. 

2G.  Si  les  inégalités  (11)  et  (12)  sont  vérifiées,  il  existe  des  fonc- 
tions théla,  0(^U,  V),  satisfaisant  aux  relations  (10);  elles  sont,  comme 
Ion  sait,  fondions  linéaires  et  homogènes  de  0^  d'entre  elles.  11  reste 
à  voir  si,  parmi  ces  fonctions,  on  peut  en  trouver  qui  vérifient  les 
relations  (9  ). 

*27.  (  )l)ser\(nis  d'abord,  pour  sim[)lili(M'  l'écriture,  (pien  faisant  le 
changement  de  variables  U  =  U,  -1-  X,  A  ^  V,  -1-  a,  À  et  a  étant  des 
constantes,  on  jieul  déterminer  ces  constantes  de  manière  que  0(1  ,,  V,  ) 
satisfasse  aux  égalités  (10),  où  v  et  v'  ont  des  valeurs  fixées  à  l'avance 

On  a  donc  le  droit  de  supposer  v  =  -iT.i —  ,  v'  =  1-/' - —  ,  de  sorte  ipie 

la  fonction  0(1.,  ^  )  est  telle  que 

f  0(i;  +  i,Y)  =0(L",  \  4-i)  =  0(l,  \  j, 

(i3)  '  0(U  +  G,V  +  H)  =,'""'"'' '^'0(U,V), 

(■0   o(u  -  ^,  V  -  i^)  =  o(u  4-  ^,  V  -  '-^)  =  o(l:,  V). 

Or  on  peut  exprimer  les  fonctions  0(U,V)  qui  satisfont  au\ 
équations  (i3)  eu  fonction  linéaire  et  homogène  des  0*  fondions 
0,i„,  (r)„|,  . . .,  (-)^„^,  . . .  ('i  :/>.  (/  <<  0)  (b'iinlcs  par 

(u^)  &„.,(  I  -,  V  )  =  V  V  „..- ,p-.pô,c.,,.,ô,v,  J/'^-^'-v--^ 

p  ci  '7  variant  par'  valeurs  entières  de  —  3c  à  -f-x,  et  f{-r,  y)  dc'signaril 
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la   l'ornip    —  (Ct.ir  -h  2llxy  -h  (l'y- ):   on   a   mis  le  signe   —  devant 
<  ' '■•  + . . .  parce  que  la  partie  imaginaire,  (  i , ,  de  G  est  négative. 

Les  fonctions  0^^  vérifient  les  relations  (i3);  de  plus,  il  est  évident 
que 


Pour  que  0^^  satisfasse  aux  équations  (i  i),  il  faut  et  il  suffil  (jue  p 
el  q  soient  choisis  île  manière^  ([ue 

(17)  —  //)  —  A  a  q  =  ///  0 .  /(  Y/J  —  f'  /  +  /'  ?  *  y  =  "  ^■' 
m  et  n  étant  entiers;  c'esl-à-dii(; 

(18)  />=—///(/+ /.[i  )+ /;/.a,  (7  =  —  ////.y  — ///. 

Combien  y  a-t-il  de  systèmes  de  valeurs  de  p  et  q  de  celte  forme, 
compris  entre  o  inclus  el  0  exclus? 

Pour  le  voir,  considérons  p  el  q  comme  les  coordonnées  rectangu- 
laires d'un  point  dans  un  plan  ;  tous  les  points/;,  q  représentés  par  les 
formules  (18),  où  i/i  et  n  prennent  toutes  les  valeurs  entières,  sont  les 
s<iminets  d'un  ri'seau  de  parallélogrammes,  construilavec  les  périofles 
—  (l  -h  k'^)  —  /7iY  et  A  a  —  il,  et  dont  un  sommet  est  à  l'origine.  Toul 
revient  à  chercher  combien  il  y  a  de  ces  sommets  à  l'intérieur  du  carré 
de  côté  0  construit  sur  les  parties  positives  des  axes  :  si  l'on  observe  que 
les  quatre  sommets  de  ce  carré  sont  des  sommets  du  réseau  (ce  rpii  se 
reconnaît  de  suite),  on  en  conclut  que  le  nomljrc  cherché  est  le  quo- 
tient de  Taire  du  carré  el  de  l'aire  du  parallélogramme.  1/aire  du  carré 
est  0'- ;  celle  du  parallélogramme  est  (/-I-  A-^)/-t-  AyAsc,  c'est-à-dire  0; 

il  y  a  donc  -v  =  0  sommets  du  réseau  dans  le  carré,  l'origine  élanl 

comptée,  mais  non  les  irois  autres  sommets  du  carré. 

Soient  alors  p,,  y,;  /?2,  q.,:,  ...;  pi,  Çs  1<^'«  û  systèmes  de  valeurs 
correspondantes  de  p,  q\\esc  fonctions 

0,„„(Li,V),     0„„.(L:,V),     ...,     0„,,(U,V), 
satisfont  seules,  parmi  les  fondions  0^^,  aux  équations  (i))  el  (  i/j  ): 
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en  d'aiilres  lernios  les  fondions  entières  qni  vérifienl  ces  équalions 
s'expriment  en  fonclion  linéaire  et  liomogène  de  o  d'entre  elles. 

Remontons  maintenant  des  variables  U,  V  auv  variables  ii,  r.  nous 
avons  ce  théorème  : 

I        O       4'"       // 

2H.    S^oll  (111  s)-sh''))if' de  périodes  '"  ,  telles  (jti'on  ail  hi 

o      I      A      i'' 
relation 

of-g  -+-  'i^li  -+-  Yi;''=  o. 

a,  |3,  ^'éta/it  entiers  sans  diviseur  conumiii  ;  désignons  par  g,,  Ji.,,  g^ 
les  parties  i/nagi/iai/vs  de  g, /i,  g'  et  supposons  //,  — 4' ,:,',•<  o. 
g,etg\:>o. 

Soient  l  etk  deux  entiers,  tels  que  la  quantité  0  =  /-  -t-  [i  A/  -+-  y.y  k- 
soit  posilii-e  et  que  —  Ig,  4-  /lyA,  soit  négatif  (  '  )  ;  //  existe  des  fonc- 
tions inlcrmédunvcs  singulières,  o(u,  v),  d'indices  l  et  k,  c'est-à-dire 
r<éri fiant  les  relations 

'  o{u  -h  I,  i-)  =  0(11,  r  -t-  i)  =  o(u,  (•), 

(  2  )  9  r  //  +  i.'- ,  r  +  A)  =  o  (  /^  (  •  )  t'-^"-'"  ^^ï"'+'' , 

(  9( »,  +  //,  r  +  g')  =  9(«,  p-)c.='^'M«"-i'+*P)")+^', 

V  et  V  désignant  des  constantes  arbitraires  données.  Ces  loue  lions 
s'expriment  en  fonction  linéaire  et  homogène  de  0  d'entre  elles. 

Il  serait  aisé  d'avoir  le  développement  en  série  de  chacune  de  ces 
0  fonctions,  en  se  servant  de  celui  de  0,,y(U,  Y);  nous  trouverons  plus 
loin  des  développements  un  peu  plus  généraux  d'une  manière  directe. 

29.    lieinartiue  I .  —  Kepreuons  les  inégalités  nécessaires 

(11)  l'+'jikl-i-ry^^'lr-^o, 

(12)  -/i,',+/.y//,<o. 

I,a  ])icmièrc  s'('cril 

(2/+  (i/./'  -  k^'^-  -  /lay)  >o, 
<'t  Ton  sait  (  u"  14)  ({ue  l'invariant  A  =  fi"  —  4*7  est  >  o. 


('  )   On  \  l'i  ra  plus  l)as  (  n"  20  )  (|iie  ces  deux  conditions  se  rédtiiseiil  à  une  scidc. 
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Ucgardons  /  ri  k  coiiiiiic  les  coordonnées  dun  poiiil  dans  un  plan  et 
construisons  les  dcu\  droites  rèi'lles  A'OA,  B  ()1j  qui  oui  poni'  i'i|iia- 
lion  /- -!-  3A7  -i-  ayA-  =  o  :  cili's  passent  par  Toritiine  (_). 

(_',onstruis(iiis  de  niriue  ia  dn)lle  C(J(^  ipii  a  |)0ur  ('■(juatinn 

_/...,  + A-;/',  =  o; 

je  (lis  tpi'clle  est  dans  l"ani;lc  des  droites  A'OA  et  D'OU  ipii  ne  e<uii- 

Fig.  1. 


V 

/'" 

B 

/      /c 

^^^  / 

ff\ 

-\    '-^ï 

iliiihfî^i  ^ 

piend  pas  Taxe  des  /.  En  ellet,  en  substituant  dans  /-  +  ^iA7  -f-  ayA'  les 
valeurs  Z  =  oc,  A"  =  o,  on  trouve  le  signe  -+-  ;  en  substituant  /  =  y/*,, 
A"  =  "■,,  on  trouve 

cesl-à-dire,  puisque  a  i' ,  +  ^// ,  +  y^  i  '"^^  "^'-  7'  '^'^  —  r^r\  *'  '"•■sultal 
négatif. 

Il  résulte  de  là  (jue  les  deux  inégalités  (i  i)  et  (12)  ne  sont  vérifiées 
que  si  le  point  /,  A'  est  dans  l'angle  BOA,  qui  comprend  la  jiartie  posi- 
li\i'  de  Taxe  des  /  (région  non  ombrée  )  :  '^  ^  est  en  efl'et  >  o. 

Comme  il  y  a,  dans  cet  angle,  une  infinité  de  points  à  cooidonnces 
entières,  il  y  a  une  inlinité  de  systèmes  de  valeurs  de  /,  A  correspon- 
dant à  des  fonctions  iuterim'diaires  singulières. 

Pour  un  quelconcpie  de  ces  systèmes  de  valeurs,  la  ipiaulilé 
2/+pA-  est  positive  :  en  ellét,  la  droite  2/-+-^A  =  o  est  dans  la 
région  ombrée,  car  en  faisant  /  ;=  |3,  A  =  — -2  dans  /-  -1-  3A7  -h  avA-, 
on  trouve 
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qiiaiilili'  négalivo;  par  suite,  pour  tous  los  points  do  l'angle  BOA, 
2  /  -I-  [3/>-  est  posilil'. 

L'inégalité  (i  i)  :  {■>.[  +  |3/i  )-  —  k- \  >  o  donne  alors 

(19)  2/+,3/,>vAnio(iA 

el  il  est  clair,  géoniétriquenieni,  (jue  celle  inégalité,  si  elle  est  vérifiée, 
entraîne  les  inégalités  (11)  el  (12)  :  c'est  donc  la  seule  à  laquelle  les 
indices  /  el  k  soient  assujellis. 

30.  Remarque  II.  —  Il  résulte  de  ce  qui  précède  que,  si  /,  k  est  un 
système  de  valeurs  vérifiant  Tinégalité  (19)  et  m  un  entier  positif,  les 
systèmes  ml,  ///k  el  /-{-//>,  k  vérifieront  aussi  celte  inégalité. 

On  peut  voir  aussi  que,  si  /',  A'  est  un  système  analogue,  la  même 
pro|)riété  appartient  au  système  /  -f-  /',  k  +  k'  :  cela  résulte  de  ce  que 
le  produit  de  deux  fonctions  singulières  d'indices  /,  k  et  /',  A'  est  évi- 
deniinent  une  fonction  singulière  d'indices  / -h /',  A  +  A';  c'est  une 
foiiclion  llièla  si  A'  +  A' :=  o. 

."il.  Ih'//uf///!/f  III.  —  Si  /,  A  vérifient  rin(''galilé  (19),  on  pouria 
trouver  une  infinité  d'entiers  /"  tels  (pie  le  système  /",  —  A"  la  vérifie 
aussi  :  cela  résulte  inimédialenient  de  ce  que  la  partie  positive  de  l'axe 
des  /  est  dans  l'angle  BOA.  Kn  d'autres  termes,  étant  donnée  une 
fonction  intermédiaire  singulièi'c  ç,  on  peut  en  trouver  une  infinité 
d'autres  o"  telles  (pie  le  produit  00"  soit  une  fonclion  llièta. 

Zéros  communs  à  deux  fonctions  intermédiaires  singulières. 

52.    lîeprenons  les  lelalions  de  lraiisf(Mination  du  n"  2i 

M  =  -(/+Afi)L:  -AyV, 
ç^  A«  i]  _     /v, 

ou 

oU  =z  —  lu  -\-  Ayi', 

SV  =  -  koLU  --(/+ A-p)c'. 
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.le  dis  qu'à  un  système  (U,Y),  déterminé  aux  périodes  près,  ne 
correspond  qu'un  seul  système  (u,v),  aux  périodes  près  :  car  si  l'on 
auo;mente  U  et  V  d'une  période  du  tableau 


I,      o, 

G, 

II, 

O,          I  , 

H, 

o , 

G  = 

— /,A--H-/,7A 

H  = 

-  ///  +  /,  7A'' 

_  - 

A 

"A'  — 

(/+/>■?)/( 

G'  = 

._/,a/,  -(/  + 

/.?) 

o 

on  reconnaît  immédiatement  que  u  et  v  augmentent  d'une  période  du 
tableau 

I,     o,      ",     h, 


Inversement,  je  dis  qu'à  un  système  (u,(>)  correspondent  o   sys- 
tèmes U,  \ .  Donnons,  en  effet,  à  u,  ç  les  valeurs 

«  +  0  +  pg  -+-  ih,         i-  H-  O'-h  zh  -h  'jg', 

0,  0',  p,  T  étant  des  entiers  quelconques,  il  vient 

—  II,  -^  /  Y''         —  /O  +  Â-,'f)'  —  /^  H-  /:-(/i  —  lli  +  l<-!g' 


\  = 


1-j.n  —  (/+  /,[i)r  _/,afl_-(/-H  /,-p)6' 


^_/,a^— (/+ /,p)/i  —  A-g/i  —  (/+ A;i).y' 


Les  coefficients  de  p  dans  les  deux  seconds  membres  étant  respec- 
tivement G  et  H,  ceux  de  t  étant  H  et  G',  on  peut  supposer  p  =  o, 
7  =  o,  sans  changer  U,  V  aux  périodes  près;  tout  revient  ainsi  à 
chercher  combien  on  obtient  de  systèmes  distincts  aux  périodes  près 

Journ.  de  Math.  (5'  série),  lome  V.  —  Fuse.  III,  1899.  J| 
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par  les  formules 

,T,_  — /0  + Âye'  y,_  —  kxl)  —  (t-h  A-^)0' 

lorsque  0  et  0'  preuncnl  toutes  les  valeurs  entières. 

Deux  syslènies  0,  0'  cl  0,,  0',  donnent  le  même  système  U',  \'  aux 
périodes  près  si 


/(9_0,)-hA-Y(6'-0;  ) 


—  Âa(0  — 0,)  —  (/-H  X?)(fl'— 0',) 


=  7}}  +  p'G  -4-  t'H, 


n  +  o'H  +  u'G'. 


Les  entiers  p'  et  a'  sont  nécessairement  nuls,  sinon,  on  égalant  les 
parties  imaginaires  dans  les  deux  membres,  on  trouverait 

p'G, -4- o-'H,  =  o,  p'H,  +  rrTi'i  =  o, 

doù  ![■  —  G,  G,  =  o,  ce  qui  est  impossible  (n"  2o).  On  a  donc 

-  /(O-o,)  +     k-((y-fï,)     =nii, 

__  /,a(0  -  0,  )  -  (/  +  k'^)((y  -  o;  )  =  no, 

et  l'on  en  conclut,  comme  au  n"  27,  qu'en  considérant  0  et  0'  comme 
les  coordonnées  d'un  point,  deux  points  0,  0'  et  0, ,  0',  donnent  le  mémo 
système  (U',  V')  s'ils  sont  deux  points  homologues  d'un  réseau  de 
parallélogrammes,  et  réciproquement. 
Ce  réseau  est  construit  sur  les  périodes 

il  a  lOrigiuo  pour  un  de  ses  sommets,  cl  l'aire  de  son  parallt-logrannuc 
est  0. 

11  y  aura  autant  de  svslèiues  (  U,  V)  correspoudanl  à  uu  s\slème 
(u,  {•)  (piil  y  a  de  points  (0,  0')  à  coordonnées  entières  dans  un  paral- 
lélogramme du  réseau;  or.  l'aire  du  parallélogramuie  étant  ■?,  ce  uouihre 


SUR    LES     FONCTIONS    ABÉLtENNES    SINGULIÈRES.  267 

de  points  est  évidcminent  o,  en  comptant  l'origine  et  en  excluant  les 
trois  autres  sommets.  Ainsi  : 

A  un  système  {u,  c)  coircspoiulcnl  o  systèmes  (L,  \ )  distimts 
aux  périodes  près. 

55.  Il  est  maintenant  facile  de  trouver  le  nondire  de  zéros  communs 
à  deux  fondions  intermédiaires  singulières;  c'est-à-dire  le  nombre  des 
solutions  communes  aux  deux  équations  oÇu,  c)  =  o,  Oi  («,  ^O  =  o  : 
deux  solutions  qui  ne  difl'èrent  que  de  périodes  ne  sont  pas  regardées 
comme  distinctes. 

Supposons  que  les  deux  fonctions  intermédiaires  considérées  aient 
pour  indices  /,  k  et  /',  A';  nous  les  représenterons  par  Zi j,,  ZfK.,  et  leur 
nombre  de  zéros  communs  par 

il  est  clair,  en  effet,  qu'il  ne  dépend  que  des  nombres  /,/>•;  /',  A'. 
\^Voir,  par  exemple,  le  raisonnement  de  M.  Poincaré  pour  trouver  le 
nombre  de  zéros  communs  à  deux  fonctions  tliéla  (  '  ).] 

54.  Distinguons  maintenant  plusieurs  cas. 

I"  Supposons  /' =  /,  A'^=  A".  En  ce  cas,  la  transformation  employée 
au  n°  24  change  O/^j  et  O/  a  en  deux  fonctions  thêta  de  U  et  V,  d'ordre  o. 
Ces  deux  fonctions  ayant,  d'après  M.  Poincaré  (-),  20^  zéros  communs, 
et  0  systèmes  (U,A')  correspondant  à  un  système  (m,  t),  le  nombre 

des  zéros  communs  à  O/^  et  O/ y  est  ^  =28:  on  a  donc 
(20)  N(/,  A;  /,  A)  =  2/^  +  2,3A7  4-  2aYA-'. 

2°  Supposons  1=1,  A=  o.  La  fonction  o^  <.  est  alors  une  fonction 
thêta,  ~  (m,  f),  du  premier  ordre  ;  si  l'on  désigne  par  j(./:)  et  j\  (  x)  deux 
intégrales  abéliennes  de  première  espèce  appartenant  à  la  courbe  de 
genre   deux   f(x,  y)  =  o,    qui   correspond    au   système   de   périodes 


(')  Bullelin  de  la  Société  Mathématique  de  France,  t.  X. 
(*)  Ibid. 
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I .  o:  o,  I  ;  /.'■,  If.  Il,  .s',  on  a  identiquement 

V  et  V,  étant  des  constantes. 

D'après  cela,  le  nombre  des  zéros  communs  à  9/.a(",  >"  )  t"'  !>  ~("?  <'  ) 
est  le  nombre  des  racines  de  l'équation 

(21)  ?/.4y(*-)  +  '^  yi(-'-)  +  '^]  =  o- 

On  sait  trouver  ce  nombre  lorsque  Oi,,  est  une  fonction  ihéta,  c  esl- 
à-dire  une  fonction  admettant  les  périodes  i,  o;  o,  i  et  telle  ([ue 

0(;/  +  A,  r  -f-^i-'')  =  ^-^'^"'-"■'"■''(■©(h,  c); 

on  établit,  dans  la  tbéoric  des  fonctions  abéliennes,  que  le  nombre 
cbercbé  est  la  somme  du  coefficient  de  —  2- «m  dans  la  première  expo- 
nentielle et  du  coefficient  de  —  2::  à- dans  la  seconde,  c'est-à-dire  /-4-  /, 
ou  2/.  Le  même  raisonnement,  appliqur  dans  /rs  mcnies  termes  ('), 
à  la  fonction  O/^  qui  a  les  périodes  1,0;  o,  1  et  qui  satisfait  à 

o,,,(u  -^  h,  r  -^  g')  =  e"'i-*'"'-!'+*?)")^.-"nst.^^^(„^  ,,.)^ 

montre  que  le  nombre  des  racines  de  l'équation  (21)  est  encore  la 
somme  des  coefficients  de  —  -i-iu  dans  la  première  exponentielle  et 
de  —  27:/i-  dans  la  seconde,  c'est-à-dire  /  -h  /  -^  '^/>  =  il  -+-  J^A'. 
Ainsi 

X(/,A-;  1,0)=  2/ -^^A-, 

(liianlité  qu'on  sait  être  toujours  positive  (n"  29). 

Si  Ton  observe  que  le  produit  de  /'  fonctions  tliéla  ihi  |)rrinlrr  ordre 
tsi  une  fonction  thêta  d'ordre  /  .  il  est  claii-  (|iic 

(22)  N(/.  A;  /\o)  =  /'(2/+  ;iA)==  2//'^  '^kl'. 

(')   Voir,  pnr  exemple,  Jordan,  Court  d'Analyse.  2-  édition,  l.  II,  p.  617-618. 
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3°  Supposons  A'  =  A-.  Soit,  par  exemple,  />  /'.  Le  produit  de  o,  j, 
par  une  fonction  tlièta  d'ordre  /  —  /'  est  une  fonction  9;_a,  par  suite 

N(/,  A  ;  /',  A)  =  N(/,  A;  /,  A)  -  N(/,  A;  /  -  /',  o) 

d"où,  eu  vertu  de  (20)  et  (22), 

(23)  N(/,  A;  /',  A)  =  2//'+  ^A(/+  /')  4-  i-x-k^ 

4°  Supposons  /,  A,  /',  A  quelconques,  mais  toutefois  A  et  A'  de  même 
signe.  Si  m  est  entier  et  positif,  la  puissance  m  de  O/j,  est  une  fonctioa 
'imi.mk,  et,  par  suite, 

N(w/,  wA;  ///',  iik)  =  /)i/iy,(l,k;  / ,  A  ), 

//)  et  n  étant  entiers  et  positifs. 

Prenons  m  =  îA',  n  =  ik,  t  étant  -1-  i  si  A  et  A'>  o,  et  £  étaul  —  1 
si  A  et  A-'<[  o;  on  a 

N(/,  A;  /',  A)  =  ^  N(cA7,  sAA';  cA/ ,  ikk), 

et,  d'après  (23), 

N(/,  A;  /',  A')  =  ^  [2AA7/'  +  '^tkk'(tk'l  +  tki  )  +  2  7.yA^  a  ^  ]. 

c"cst-à-dire 

(2',)         .\(/,  A;  /',  A')  =  -2li+'^{k'l+  kl')^  2y.ykk'     (si  AA  >  o). 

5°  Knfin,  si  /,  A,  /,  A'  sont  quelconques  et  A  >>  o,  A  <<<),  eu  multi- 
pliant O/  A'  P^r  ?/".-*  le  produit  sera  une  fonction  thêta  9/w".o;  '3"  " 
en  effet  observé  (n°3l)  qu'on  peut  toujours  trouver  une  infinité  d'en- 
tiers /"  tels  (ju'il  existe  une  fonction  9/",_a  .  Il  résulte  de  là  que 

N(/,  A;  /',  A')  =  N(/,  A:  /'-f-  /",  o )  -  ^(/,  A:  /',  —  A'), 

et,  d'après  les  formules  (22  )  et  (24) 

X(/,A;/',A') 

^  2/(  /'  +  /")  +  |3A(  /  ^  /■  )  _  .2/1"  -  ?(  -  /A'  +  kl")  +  2  7.7  AA. 
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c'est-à-dire  que,  dans  tous  les  cas, 

(20)  N(7,  A  ;  /',  A')  =  -2/1'-^  ^(A-7  -+-  kl)  +  27.7  AA', 

formule  générale  qui  contient  toutes  les  précédentes. 

ôo.  Rcmai-qitc  I.  —  Il  est  aisé  de  vérifier  que  si  /,  A  et  /',  A'  satis- 
font, comme  cela  doit  être,  à  l'inégalité  (19),  c'est-à-dire  si  les 
points  /,  A,  et/',  A'  sont  situés  dans  l'angle  BOA  {n"  *i9  ),  le  nombre 

2//'+;i(A/  +  A7  )  +  2aYA-A' 

est  toujours  positif.  Car  la  droite 

2j7'  -+-  ^(  A'j  -1-  l'x)  -+-  iy.^;xk'  —  o, 

ovi  y  et  X  sont  les  coordonnées  courantes,  est  la  polaire  du  point  /',  A' 
par  rapport  aux  droites  A'OA  et  B'OB  ;  elle  n'est  donc  pas  dans  l'angle 
AOB  :  si  donc  on  substitue  à  y  et  x,  dans  le  premier  membre  de  l'équa- 
tion de  la  droite,  les  coordonnées  /,  A  et  /',  A'  de  deux  ])oinls  de  cet 
angle,  on  obtient  des  résultats  de  même  signe,  c'est-à-dire  que 

I  2//'-f-  1^1  A7  +  A/')  +  2aYAA  I  [2/^-^  :>;îA7  +  2aYA'^"]  >  o, 
et  le  second  facteur  étant  >  o,  le  premier  l'est  également. 

5(J.  Ri-inaïqui'  II.  —  La  formule  générale  (2.5)  (pii  donne  le 
nombre  des  zéros  communs  à  deux  fonctions  intermédiaires  singu- 
lières 9;,A,  Oij,'  s'applique  au  cas,  exclu  jusqu'ici  (n"2i)  où  o,  ^  est 
une  fonction  thêta  d'une  seule  variable  (correspondant  à  un  cas  ellip- 
tique et  à  0  =  o).  Car  si  Çr.A"  est  une  fonction  intermédiaire  telle  que 
0"  ne  soit  pas  nul,  le  produit  o, /,  O/"  a"  est  une  fonction  intermédiaire 
tiui  n'est  pas  une  fonction  tbéla  d'une  variable,  et  l'on  a  évidemment 

\,'/,  /.  ;  /',  A'  )  =  N(/  4-  /'■,  A  +  A';  /',  A';  -  N(7",  A";  /',  A  ), 

=  2(/  -+-  l")l'^'{,\{l+l")k'-^l'{k  +  A")I  4-  2aY(A  -)-  A  )A 
-  2 /" /'-[':!( l"k  +  /' A"  )  -  2 y-Y  A' A", 

c'est-à-dire 

N(/,  A;  /■,  A')  =  2//'  4-  ?(  A/  -f-  kl)  +  ...aYAA'. 

C.     <1.     K.     D. 
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Fonctions  intermédiaires  normales. 

57.  Clierclions  s'il  peut  cxisler  des  fondions  inlrrinédiaircs  paires 
ou  impaires  en  u  et  v. 

La  fonction  intermédiaire  la  plus  générale  étant  (n'"  20-21  ) 
le  produit  d'une  fonction  o,,*  par  une  exponentielle  ,>«'''+*'»■+'■'•'+''" ^'", 
il  s'agit  de  reconnaître  si  le  produit  c''"-^^^o,^i.{it,  t)  peut  être  pair  ou 
impair.  En  le  désignant  par  F,  *(«,  ')>  on  voit  que  F/.*(«,  i)  satisfait 
au\  relations 

F(  «  +  !,(•)  =.A,F(;/,(^), 

F(?/,  r+0  =13.F(«,  f), 

F  (il  -+-  -,  V  +  //)  =  A,  e'-'^'(-"'-*T'')  F(m,  c), 

F(„  +  /,,  ,■  +  o-')  =  B,  e^^'[-'««~('-*P.-]  F(«,  (.■), 

les  A  et  B  étant  des  constantes. 

De  plus  F(—  u,  —  (•)=+  F(m,  c);  en  exprimant  que  celle  der- 
nière relation  est  compatible  avec  chacune  des  précédentes,  on  trouve 
sans  difficulté  les  valeurs  des  constantes  A,,  B,,  A.,,  B^,  de  sorte  que, 
en  désignant  par  w,  co',  0,  0'  des  nombres  égaux  à  o  ou  i,  on  obtient 

F(;/  +  i,t-)  =r-"""  F(?/,  (•), 

F( w  +  ^^  ('  +  A)  =  ''^'"  e=''^'(-"'-^*Tf"J+''''-'»-^*Tf'"  F(//,  i-), 


(2()) 


Ainsi  les  fonctions  intermédiaires  paires  ou  impaires,  d'indices  /  et  A , 
vérifient  nécessairement  les  relations  (26);  inversement,  nous  appel- 
lerons fondions  inlcrmédi aires  normales  celles  qui  satisfont  à  ces 
relations,  qu'elles  soient  ou  non  paires  ou  impaires. 

co        Cl) 

Nous  dirons  que  la  caractéristique  de  F(m,  c-)  est 

Les  fonctions  normales  de  caractéristique  nulle  sont  celles  pour 
lesquelles  co  =  co'  ^  0  =;  0'  ;=  o. 
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38.  -Nous  aurons  besoin  des  fonctions  inlermédiaircs  normales  pour 
étudier  les  courbes  tracées  sur  les  surfaces  de  Kumnier  singulières 
et  former  l'équation  aux  modules  cjui  correspond  à  une  relation  singu- 
lière entre  les  périodes;  en  particulier,  nous  étudierons  celles  des 
fonctions  normales  qui  sont  paires  ou  impaires  et  nous  rechercherons 
pour  quelles  demi-périodes  elles  s'annulent. 

A  cet  effet,  nous  commencerons  par  indiquer  le  développement  en 
série  d'une  fonction  normale. 


Développements  en  série. 

59.  La  fonction  normale  F(i/,  t'),  d'indices  /  et  /»,  qui  vérifie  les 
deux,  premières  relations  (26)  peut  se  développer  en  série  de  Fourier 
sous  la  forme 


F{u,v)=^A„„e''^' 


'  \  -  i  w 


Pour  abréger  les  calculs  ultérieurs,  nous  poserons 

où  (t(,,  H„,  G„  désignent  les  quantités 

^0  =  1 ' 


(27)  H„ 


^  ,         —  kili  -^  Ig' 
*J„  =  ^ 


On  déduit  de  là 


h  =  /iaG„+  (/-+-  A-?)H„  =  /H„  -  /.yG;,, 
-'=^aH„-+-(/^A-^)G;,. 


SUR    LES     FONCTIONS    ABÉLIENNES    SINGULIÈRES.  2^3 

Le  terme  général  de  la  série  F(m,  p)  s'écrit  ainsi 

ce  que  nous  écrirons  également 

B,„,„T,„,„(./,r). 

Exprimons  maintenant  queF(w,  r)  vérifie  la  Iroisième  des  relations 
(  26),  c'est-à-dire  que 

Les  exponentielles  en  u  et  c  se  détruisent  dans  les  deux  membres  et 
il  reste,  après  un  calcul  qui  ne  présente  aucune  difficulté, 

De  même,  en  exprimant  que  F(m,  v)  vérifie  la  quatrième  des  rela- 
tions (26),  on  trouve 

Enfin,  si  l'on  pose 

^[0(,«(/+/;pi-«/,a)-,-Oim/;Y  +  "'il 

on  a 

Ainsi  C,„_„  ne  cliange  pas  quand  on  augmente  m  et  n  de  /  et  —  Ay, 
ou  de  A- a  et  l-hk^^  géométriquement,  si  m, /i  sont  les  coordonnées 
rectangulaires  d'un  point  dans  un  plan,  C,„  „  a  la  même  valeur  en  tous 
les  points  homologues  d'un  réseau  de  parallélogrammes,  construit  sur 
les  périodes  /  —  «Ay,  Aa  -\-  i(l  -+-  A[3).  Construisons  ce  réseau  à  partir 
de  l'origine,  et  appelons  parallclog/-a/n/ne  principal  celui  qui  a  pour 
sommets  les  points  O,  A,  13,  C  de  coordonnées  : 

O  :  X'  =  o,        y  =  o  ;  li  :  x  =  koc,  y  =  l  -\-  Ajî  ; 

A:.r  =  /,         y  =  — Ay;  C:.r;=/  +  Aa,       j^  =  -  Ay  4- /  +  Aji. 

Journ.  de   Math.  (5"  série),  lome  V.  —  Fasc.  III,  1S99.  JJ 
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L'aire  de  ce  parallélogramme  est  S,  il  y  a  donc,  à  son  intérieur  et 
sur  les  côtés  OA,  OB,  o  points  de  coordonnées  entières;  soit  p,  q  un 


de  ces  points  (parmi  lesquels  figure  l'origine)  ;  à  ce  poinl  et  aux  points 
homologues  dans  le  réseau  correspondent,  dansF(M,  c),  les  termes 
pour  lesquels  /»  =  p  +  /p  +  Aaa,  n  =  q  —  Ayp  +  (/  -f-  A^)  cr,  p  et  i 
étant  des  entiers  cjuelconques.  La  somme  de  ces  termes  est,  à  un  fac- 
teur constant  près,  la  série  <I>^,,^(;/,  v)  : 

/K-^-  y)  désignant  la  forme 

Gg .r-  -+-  1  }^^xy  -f-  G'„  r- . 

Comme/;  el  q  peuvent  recevoir  S  systèmes  de  valeurs,  correspon- 
dant aux  points  à  coordonnées  entières  du  parallélogramme  principal, 
on  voit  que  toute  fonction  singulière  normale,  d'indices  /  et  A,  F(«,  p). 
est  une  fonction  linéaire  el  homogène,  quelconque  d'ailleurs,  des 
Cl  séries  correspondantes  $^,,.  Ces  séries  sont  convergentes,  car  si 
l'on  désigne  par  (x,.  H,,  G',  les  parties  imaginaires  de  G„,  H,,,  (f„,  je 
flis  f[ue 

H;  — G,r,',  <()     et     (i,>o. 

Ln  rjlcl,  d'après  (.■^7), 
^■(11;- G,  G,) 

-  ((/  +  t4)g,  -+  A-'A.  1 1  "  Aa^.  +  lg\  J  =  (A;  -  g,g\  )  0, 
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ce  qui  démontre  la  première  inégalité.  Reste  à  établir  que 

Or,  /ol  A  étant  des  coordonnées  courantes,  la  droite 
(/  +  A-;'i),i;-,  +  AY//,  =  o 

n'est  pas  dans  Fangle  BOA  (n'-aO),  car,  si  l'on  fait  /=  '^g,  +  -{/i,, 
h  —  —  g^  dans  le  trinôme  /-  +  ^kl  -\-  A^ay,  on  trouve  y{Ii]  —  g,g\  ), 
résultat  négatif.  Comme  g^  est  >  o,  l'expression  Ig,  +  kC^g^  -+-  7//,  ) 
est  positive  pour  tous  les  points  /,  A-  de  l'angle  BOA,  ce  qui  établit  la 
proposition. 

Les  0  fonctions  «I»^,,^  sont  évidemment  distinctes  linéairomenl. 

Remarque.  —  Dans  toute  la  suite  de  ce  Mémoire,  nous  suppo- 
serons, comme  nous  en  avons  le  droit,  y  =  i ,  c'est-à-dire  que  nous 
ramènerons  la  relation  singulière  entre  les  périodes  à  la  forme 

y. g  4-  3 A  ^  o'  =  o. 

Fonctions  normales  singulières  paires  et  impaires. 

40.  Cherchons  maintenant  s'il  y  a  des  fonctions  normales  paires  ou 
impaires.  Plusieurs  cas  sont  à  distinguer. 

41.  Caractéristique  nulle.  —  On  a 

co  =  oj'  =  0  =  0'  =  o  ; 
la  fonction  $;,,^,U/,  i")  est 

p.T 

Si  i  et  t'  désignent  des  entiers  quelconques,  il  est  clair  (ju'on  ne 
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change  pas  $,,,,  en  changeant  p  en 

p  ^  il  ^  t'ky. 
et  q  en 

q-tk+t'{l  +  k'^), 

car  cela  revient  à  augmenter  p  et  t  de  t  et  s'. 

Maintenant  changeons  dans  ^^^(m,  r)  les  signes  de  u  et  c  :  cela 
revient  à  changer  simultanément  les  signes  de  p,  q,  p,  7,  sans  altérer 
u  et  (',  et,  par  suite, 

(28)  $^.^(- ;/, -r)  =  $^^,_y(//,  r) 

et,  d'après  la  remarque  précédente,  pour  que  $^,(;/,  i)  soit  paire,  il 
faut  et  il  suffit  cjue 

p  =  —  p  -h  il  -h  t'ky.,  q  =  —  q  —  ik  ^  ^' (  f  -^  AJi), 

c"esl-à-diie 

(29)  2p  =  il^-i'ky.  2«7  = -£/.  +  c'(^  ^ /'"?)• 

On  peut  supposer,  sans  diminuer  la  généralité,  que  leli'  sont  égaux 
à  G  ou  à  I  ;  car  augmenter  t,  par  exemple,  de  2,  revient  à  augmenter 
p  et  q  de  l  ei  —  k,  ce  qui  ne  change  pas  la  fonction  $/,,,.  En  d'autres 
termes,  on  trouvera  les  fonctions  $^y  paires  en  prenant  les  valeurs 
entières  de  p  et  de  q  données  par  les  équations  (29)  où  £  et  i  désignent 
o  ou  i;  il  n'y  a  pas  de  fonction  «5^^  impaire. 

On  voit  que  les  équations  (29)  sont  toujours  satisfaites  pour 
£  =  £  =  o,  p  =  ^  =  o,  c'est-à-dire  que  O,,  „  est  toujours  paire.  Résol- 
vons ces  équations  par  rapport  à  £  et  £'  : 

(-jo) 

^         ^  (    £'0  =  2/7/.  +2^/. 

42.  Faisons  maintenant  des  hypothèses  : 

1°  â  (c'est-à-dire  /-  -t-  ^A7  -+■  a/i")  est  impair.  —  Les  relations  (  3<>) 
montrent  que  £  et  t'  sont  pairs,  c'est-à-dire  e  =  e'  =  o. 

Il  n'y  a  donc  pas  d'autre  fonction  $p^  paire  que  <!>„„.  Mais  la  somme 
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de  $p,y(M,i)  et  <P^p^,,{u,  i)  est  paire,  d'après  (28),  et  la  différence 
impaire.  On  voit  ainsi  qu'il  existe  i  -h =  — —  fondions  normales 

paires  d'indices  /,  /»,  et^^ fondions  impaires,  linéairemenldislinctes. 

2°  0  est  pair.  —  Ce  cas  se  subdivise  en  deux  autres  : 

a.  —  k  pair,  /  (nécessairement)  yoa?/'.  —  Les  équations  (29)  donnent 
des  valeurs  entières  de  p,  q  pour  les  quatre  systèmes  de  valeurs  (o,  o), 
(o,  j),  (1,0),  (i,  1)  de  £  et  £'  :  il  y  a  donc  quatre  fonctions  $^j  paires; 

les  0  —  4  autres  combinées  deux  à  deux  donnent fonctions  nor- 

maies  paires  et  ^ — ^  impaires.  Donc,  on  a  finalement  ^^ fonctions  nor- 
males paires  et ^  impaires,  linéairement  distinctes. 

b.  —  k  impair.  —  Alors  0,  c'est-à-dire  /- -(-  '^kl-h  a  A'-  étant  pair, 
a  est  de  la  parité  de  /- -+-  ^/  ou  /(/  +  p). 

Les  équations  (29)  s'écrivent  suivant  le  module  2  : 

o  =  £/+ £'/(/+ |b),  o  =  £-H£'(/+ I^)         (mod2). 

Quelle  que  soit  la  parité  de  l,  elles  se  réduisent  à  une  seule,  la 
seconde.  On  peut  donc  faire  £'  =  o  ou  i ,  £  s'en  déduit  :  il  y  a  donc  deux 

fondions  <î>p,  paires,  et,  par  suite,  on  a fonctions  normales  paires 

et ^  fonctions  impaires,  linéairement  distinctes. 

Ainsi,  en  résumé  : 

Nombre  des  fonctions  normales  singulières  d'indices  l,  A', 
et  de  caracléristifjiie  nulle. 

Paires.        Impaires. 

^   .           .                                                                         0  -+-  I            0  —  I 
0  impair 

I.                                                      0  +  4           0  —  4 
/,  païf ^          ^ 
(o  =  /2-+-3A7-+-ïA-) 
...                                                    0  -t-  2           6  —  2 
/,■  impair 
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43.  Caractéfistique  quelconque.  —  La  fonclioii  <[>^,  ,^  a  pour  expres- 
sion 

p.-j 

Si  £  et  z'  sont  des  entiers  quelconques,  on  voit  que,  si  l'on  change 
pelq  enp  -\-  t(  -h  l' ktx  ei  q  —  tk  -+-  £'(/  ■+-  k^),  cela  revient  à  changer 
p  et  (7  en  p  -t-  £,  a-  -+-  s'  dans  la  première  et  la  troisième  exponentielle  : 
$/,,,,  se  reproduit  donc  multiplié  par  le  facteur  ^^'^''S+s'S')^  ^ii  ggj  ^ir^[ 
à  ±  I. 

Changeons  maintenant  u,  r  en  —  u,  —  r  :  cela  revient  à  changer 
simultanément  p,  q,  p,  a  en  —  p  —  o),  —  q  —  to',  —  p,  —  a,  dans  la 
première  et  la  troisième  exponentielle;  comme  la  deuxième  demeure 
inaltérée  par  ce  changement,  on  voit  que 

*mI-  ">  -  <■)  ^  a)_/,_„,_y_^  (/^  (')• 

Par  suite,  pour  que  ^p^(u,v)  soit  paire  ou  impaire,  il  faul  el  il  siillil 
qu'on  ait,  en  désignant  par  i,  i'  deux  entiers  égaux  à  o  ou  1  : 

p  =  —  p  —  (.0  -h  il  -+-  £7ra, 
^  =  -y-£A  +£'(/+ /«i^l); 

*!*/'.•?  ^^''''  Ptii^'c  si  (?'^'(^^+^'J)  =  I ,  impaire  si  =  —  1 . 
Les  relations  précédentes  s'écrivent 

/   2  n  +  o)  =      il    -h  l'ky.. 
^      ^  (   2^  +  w'= -£/.  +  £'(/ +  Aii), 

d'où 

[    10  =  (■2p -h  oj){l -h  k[i)  ~  ('iq -+- (i}')ky.. 

\   l't  =  {-2p  -h  M)k  +(2(74-0)')/. 
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44.  Distinguons  deux  cas  : 

1°  ù  impair.    —    Les   relations    (32)   donnent  alors,    suivant    le 
module  2, 

E.ï^u>(l  -h  k'^)  —  ûL)7i  a 

(moda); 

t'^Oôk  -I-  Cl)'/ 

ce  qui  donne  un  seul  système  de  valeurs  pour  t  et  i',  c'est-à-dire  qu'il 
n'}  a  qu'une  seule  fonction  <I>^y  paire  ou  impaire. 

Elle  est  paire  si  £0  +  c'O'^^  o  (mod  2),  c'est-à-dire  si 

a)[(/  +  A-^)0  +  AO'I  +  co'[-  AaO  -4-  /0']e^o         (mod  2), 

et  impaire  dans  le  cas  contraire.  Il  y  a  donc,  fiar  un  raisonnement  déjà 

fait,  ^^-^  fonctions  normales  paires  et^ fonctions  normales  impaires, 

'2  I  2  ' 

ou  inversement. 

2°  0  pair.  —  Subdivisons  encore  ce  cas  en  deux  : 

a.    —   k  pair,    l   (nécessairement)  pair.   —    Les  relations  (3i) 
donnent,  suivant  le  module  2, 


c'est-à-dire  w  =  w  =  o.  Si  donc  w  et  w'  ne  sont  pas  nuls  à  la  fois,  il 
n'y  a  pas  de   fonction  <ï>,,^  paire  ou  impaire;  c'est-à-dire  qu'il  y   a 

-  fonctions  normales  paires,  et  autant  d'impaires. 

Si  co  =  a)'=  o,  on  peut  satisfaire  aux  équations  (3i)  en  prenant  s 
et  i  égaux  à  volonté  à  o  ou  i  ;  il  y  a  donc  quatre  fonctions  $,,,  qui  sont 
paires  ou  impaires,  selon  la  parité  de  sO  +  s' 9',  c'est-à-dire  suivant  la 
parité  des  quatre  nombres  o,  0,  0',  0  -H  0'.  Comme  0  etO'  ne  sont  pas 
nuls  simultanément,  puisque  la  caractéristique  n'est  pas  nulle,  deux  de 
ces  quatre  nombres  sont  pairs  et  deux  impairs.  Donc  il  y  a  deux  fonc- 
tions <I>p,^  paires  et  deux  impaires;  par  suite,  il  y  a  2  h ^ —  =  -  fonc- 
tions normales  paires  et  autant  d'impaires. 

En  résumé,  dans  le  cas  do  0  pair  et  k  pair,  il  y  a  -  fonctions  normales 

paires  et  -  impaires,  linéairement  distinctes. 
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b.  —  k  impair.  —  En  ce  cas,  0  étant  pair,  on  a 
as^/(Z-l- |5l)         (moda), 

et  les  équations  (3i)  s'écrivent,  suivant  le  module  2, 

(33)  ^        "^^         (mod2); 

on  en  conclut 

w^  /co'         (mod  2). 

Si  donc  w  n'est  pas  de  même  parité  que  /co',  il  n'y  a  pas  de  fonc- 
tion <I>p,  paire  ou  impaire,  et,  par  suite,  il  existe  -  fonctions  normales 

paires  et  autant  d'impaires,  linéairement  distinctes. 

Si  (D'^/ct)'(mod  2),  la  première  équation  (33)  est  une  conséquence 
de  la  seconde,  qui  donne 

£  ssco'-+- î'(/ -f- p)  (mod  2). 

On  peut  donc  prendre  s'  =  o  et  i  :  on  a  deux  valeurs  correspondantes 
de  î,  et  par  suite  deux  fonctions  ^^^  paires  ou  impaires,  selon  la  parité 
de  îO  +  ï'O  ,  c'est-à-dire  du  nombre 

Ow'+ô'[0'4-0(/+  ;i)|. 

Si  0  4-  0(/  -1-  J3)  est  im^jair,  la  parité  de  ce  nombre  change  avec  celle 
de  t\  de  sorte  qu'il  y  a  une  fonction  $^^  paire  et  une  impaire,  d'où 

-  fonctions  normales  paires  et  autant  d'impaires. 

Si  Ô'-i-  0(Z  -H  [3)  est  pair,  les  deux  fonctions  $p^  sont  paires  lorsque 
6w'  est  pair;  elles  sont  impaires  dans  le  cas  contraire.  On  a  donc 

fonctions  normales  paires  et — — impaires,  ou  inversement,  selon 

(|ue  Ow'  est  pair  ou  impair. 
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i5.  Le  tableau  suivant  résume  tous  ces  résultais. 

I     (O  0 

Nombre  des  fondions  normales  singulières  d'indices  l,  k,  et  de  caractéristique     ^^,     ^^, 

non  nulle. 

Paires.        Impaires. 

0  +  I  0  —  I 


0  —  1  0  -t-  I 


)[(/+  A|3)0-+-  /,  6']  +  10'  [—  l.'xi)  -(-  /O']  pair. . 
-i  impair  \ 

\  id.  impair 


0  pair 


A  pair 

/.  impair 

Oo)'  pair . .  . 

Ow'  impair . 


(0=:/-+fJ/.7-t-ï/.') 


I  toutefois  si  />■  impair, 

(o  -H  /oj' et ')'-(- 0  (/ H- p  ) /*«//'.? 

1 


0-1-2  0  —  2 


Ces  résultats  supposent  que  la  relation  singulière  entre  :^,  h,  ^if'aété 
ramenée  à  ag  -+-  '^It  +  g'  =  o\  l  et  k  sont  les  deux  indices  des  fonc- 
tions considérées,  et  o  =  /-  +  ^A/  +  a/i'-. 

4(>.  Remarque  I.  —  Désignons  par  F(a,  t')  une  fonction  normale, 
d'indices  /,  /i,  de  caractéristique  nulle,  cl  (jui  soit  paire  ou  impaire; 
considérons  la  demi-période 

22  2    '^        2        '  22  ■>.  2     '^  ' 

où  £,  £',  A,  A'  sont  o  ou  i;  et  posons 
(34)  •!(«,  r)  -  e'''lirt-A->.')«-[-A>-H'+*[3)).>|  F^,  +  1^.,  ,.  +  '1!^ 

On  vérifie  aisément  que  ']^{u,v)  est  une  fonction  normale,  soit 
paire,  soit  impaire,  d'indices  /,  k,  et  dont  la  caractérislique  est  dé- 

Journ.  de  Math.  (5'  série),  tome  V.  —  Fasc.  III,  iSgy.  ■-'" 
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Unie  par 

1  co  SES      11  -+-  ky'K'  0  ^EE^—  li-i-  kl' 

(3))  (moda). 

Imcrsement,  si  Ton  se  donne  w,  0,  w',  0',  et  si  l'on  suppose  oimpaif, 
ces  équations  donnent  toujours  pour  T.,  A'  et  £,  i'  des  valeurs  entières 
(oou  i),  carie  déterminant  o^i(mod  2),  par  hypothèse.  On  en  conclut, 
juiisque  les  5  fonctions  normales  d'indices  /,  />,  et  de  caractéristicpie 

donnée  quelconque,  se  divisent  en  ^^ ^ fonctions  paires  et  — —  fondions 

impaires  (ou  inversement,  n"io)  :  1°  que  les fondions  du  premier 

groupe  se  déduisent  des  — — -fonctions  paires  de  mêmes  indices  et  d<' 
caractéristique  nulle  par  l'addition  à  ;/,  r  d'une  même  demi-période; 
2"  que  les fonctions  du  second  groupe  se  déduisent  des  — — 

fonctions  impaires  de  caractéristique  nulle  par  l'a'ddilion  de  la  même 
demi-période,  le  tout  à  un  même  facteur  exponentiel  près  (34)- 

Aux  cjuinze  demi-périodes,  autres  cjue  u  =  0,  p  =  o,  correspondent 
ainsi  les  fondions  des  quinze  caractéristiques  non  nulles. 

ïl .   lÎEMAiiQiE  II.  —  Supposons  0  pair  et  k  iiiipaii\  Les  o  fonc- 

w     co' 
lions  normales  d'indices  /,  k  et  de  caradéristi(iue  se  divisent 

'         0      0' 

en  -  paires  et  -  impaires,  sauf  pour  les  caractéristiques  tpii  vérilicnl 
les  congruences 

w  =  /w',         0=0(/-+-[5)         (mod2), 
(n"4o). 

Ces  caractéristiques  vemarquahlcs  sont  au  nombre  de  (jualn-,  à 
savoir  : 

w  ^o         o         /  / 


(o'i^o  o  I  I 

0  ^o  I  o  I 

0'  =  o      /  -+-  fJ      o      /  +  ,3 

parmi  elles  ligure  la  caradérislitpie  nulle, 


(mod  2), 


SUR    LES    FONCTIONS    ABELIKNNES    SINGULIERES.  203 

Supposons  alors  que,  dans  la  formule  (34),  F(m,^")  désigne  une 
fonction  normale,  paire  ou  impaire,  d'indices  /,  k  et  de  caractéristique 
nulle;  la  caractéristique  de  '\)(u,v)  sera,  en  faisant  A'^i  dans  (35) 
cta  =  /(/+|3): 

W=/[A  +  (/+;3)A'],  0  =/£  +  £' 

(mod  2  ), 
co'Es      A+(/  +  ;i)A',  0-=,(/+^)(/e  +  s') 

c'est-à-dire  que 

WEEs/w',  0'=0(/+^); 

■J/(m,  c)  appartient  donc  à  une  des  quatre  caraciévistiqws  rcinur- 
quables.  On  déduit  de  là,  sans  difficulté,  les  résultats  suivants  : 

1°  Si  l'on  augmente  w,  v  d'une  des  quatre  demi-périodes  telles  que 

AH-  (/+  l3)7v'  =  0,  /£  +  £'  =  0, 

c'est-à-dire  d'une  des  quatre  demi-périodes  délinies  par 


s'  ^  G         o  /  / 

(mod  2), 

X'^  G  I  o  I 

les  fonctions  singulières  paires  (ou  impaires)  de  mêmes  indices  /,  A, 
ayant  une  des  quatre  caractéristiques  remarcjuables,  se  transforment 
respectivement  les  unes  dans  les  autres. 

2"  Les  S  fonctions  normales  d'indices  (/,  A),   de   l'une  des   trois 
caractéristiques  remarquables,  autre  que  la  caractéristique  nulle,  se 

divisent  en paires  et impaires,  ou  inversement  (n"  45):  les 


fonctions  se  déduisent  des  - — -  fonctions  paires  de  caractéris- 

?.  2  ' 

tique   nulle  par  l'addition   à  «,  v  d'une  même  demi-période;  et  les 
fonctions  se  déduisent  des fonctions  impaires  de  caracléris- 
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tique  nulle  par  laddition  delà  même  demi-période.  Il  y  a  d'ailleurs 
quatre  demi-périodes  répondant  à  la  question. 


TROISIEME  PARTIE. 


Courbes  singulières  sur  les  surfaces  de  Kummer. 

-i8.  Considérons  une  surface  hyperclliplique  singulière  quelconque, 
c'est-à-dire  une  surface  pour  laquelle  les  coordonnées  d'un  jioint  sont 
des  fonctions  abéliennes  singulières  de  deux  paramètres,  u  et  c. 

Dans  mon  Mémoire  sur  les  surfaces  hyperelliptiques  (ce  Journal. 
t.  IX,  4*  série,  p.  42  et  43),  j'ai  reconnu,  en  parlant  d'un  important 
théorème  de  M.  Appcll  (  '  ),  que  l'équation  de  toute  courbe  algébrique, 
tracée  sur  une  quelconque  de  ces  surfaces,  s'obtient  en  égalant  à  zéro 
une  fonction  intermédiaire,  et  réciproquement. 

Si  la  surface  hyperelliptique  est  singulière,  elle  admettra  donc  des 
courbes  algébriques  qui  n'existent  pas  dans  le  cas  général,  et  qu'on 
obtient  en  annulant  les  fonctions  intermédiaires  singulières;  ce  sont 
ces  courbes  singitlièrcs  que  nous  allons  maintenant  étudier,  en  suppo- 
sant que  la  surface  hyperelliptique  sur  hujucUe  elles  sont  tracées  est 
une  sui-facc  de  Kummer. 

il).  Nous  représenterons  paramétriqucment  la  surface  de  Kummer 
par  le  procédé  de  M.  AYeber  (Crelle,  t.  84)  :  les  coordonnées  homo- 
gènes x,  y,  z-,  t  d'un  point  sont  des  fonctions  thêta  du  second  ordre, 
normales  et  à  caractéristique  nulle.  Ces  fonctions  étant  toutes  paires, 
à  un  point  de  la  surface  de  Kummer  ix  correspondent  (aux  périodes 
près)  les  deux  couples  d'arguments  «,  (•  et  —  u,  —  i-;  il  en  résulte  sans 
difficulté  que  l'équalion  d'une  courbe  quelconque  tracée  suriisoblienl 


(')  Journal  de  Math.,  4' série,  l.  \ll,  |).   Kjô-igG. 
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en  annulant  une  fonction  intermédiaire  paire  ou  impaire,  et  récipro- 
quement (voii\  par  exemple,  notre  Mémoire  cité  plus  haut,  p.  48 
et  /19);  en  d'autres  termes  : 

L'équation  d'une  courbe  algébrique  tracée  sur  la  surface  de 
Kunimcr  M,  s'obtient  en  égalant  à  zéro  une  fonctio/i  intermédiaire 
normale,  paire  ou  impaire,  de  caractéristique  quelconque;  el  réci- 
proquement. 

Si  la  fonction  intermédiaire  est  une  fonction  thêta,  c'est-à-dire  si 
son  indice  k  est  nul  (n°lil),  la  courbe  est  une  courbe  ordinaire, 
existant  sur  toute  surface  de  Kummer;  si  A  est  dilTérent  de  zéro,  la 
fonction  intermédiaire  et  la  courbe  correspondante  sont  singulières, 
et  réciproquement. 

D'après  cela,  les  courbes  ordinaires  sont  un  cas  particulier  des 
courbes  singulières;  il  suffira,  dans  les  formules  relatives  aux  secondes, 
de  supposer  A  =  o  pour  les  appliquer  aux  premières. 

50.  Degré  d'une  courbe  singulière.  —  Soit  ¥n(u,  r  )  =  o  l'équa- 
tion d'une  telle  courbe;  son  degré  est  la  moitié  du  nombre  des  zéros 
communs  à  ¥ik{u.,v)  et  à  une  fonction  thêta  paire,  d'ordre  deux,  et 
de  caractéristique  nulle;  c'est-à-dire  à  F/,a(«,  <^)  et  à  une  fonction 
Fo,o(m,  t');  d'après  la  formule  (23)  du  n"  54,  le  degré  est  donc 

^(2.2/-f- |i.2A),     c'est-à-dire     2/+[iA, 

quantité  toujours  positive  (n°29). 

Si  pEEEio  (mod2),  c'est-à-dire  si  l'invariant  A  de  la  relation  fonda- 
mentale entre  les  périodes  est  de  la  forme  '\n,  on  voit  que  le  degré 
des  courbes  singulières  est  toujours  pair;  si  ^  ^  1  (mod  2),  c'est-à-dire 
si  A  est  de  la  forme  [\n  -\-  \ ,  le  degré  peut  être  pair  ou  inqiair,  selon  la 
parité  de  A. 

ol .  Fanùllcs  de  courbes  singulières.  —  Les  fonctions  singulières 
normales,  de  mêmes  indices  /,  A,  de  même  caractéristique  (quelconque 
d'ailleurs),  et  ([ui  sont,  soit  paires,  soil  impaires,  soûl  des  fondions 
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linéaires  et  homogènes  d'un  certain  nombre  d'entre  elles  (n°'  1-0-44)  : 
les  courbes  qu'on  obtient  sur  la  surface  de  Kummer  en  les  égalant  à 
zéro,  appartiennent  donc  à  une  série  linéaire^  nous  dirons  qu'elles 
forment  nwe  famille  de  courbes  singulières. 

Une  famille  est  donc  déterminée  :  i"  par  les  indices  /et  A;  2°  par 
la  caractéristique;  3"  par  le  caractère  de  fonction  paire  ou  impaire  des 
fonctions  normales  correspondantes.  Par  suite,  à  des  indices  donnés 
/,  k  correspondent,  puisqu'il  y  a  seize  caractéristiques,  trente-deux 
familles  de  courbes  singulières. 

Si  k  =  o,  les  trente-deux  familles  deviennent  des  familles  de  courbes 
ordinaires,  puisque  les  fonctions  normales  correspondantes  sont  des 
fonctions  thêta. 

a2.  Les  courbes  d'une  même  famille  singulière  passent  toutes  par 
un  certain  nombre  de  points  doubles  de  la  surface  de  Kummer,  comme 
on  va  l'établir.  Auparavant  il  est  utile  de  rappeler  quelques  définitions 
et  propriétés  relatives  aux  points  doubles. 

o5.  Points  doubles  de  la  surface  de  Kummer.  —  Ils  sont  au 
nombre  de  seize,  situés  six  à  six  dans  seize  plans  dits  singuliers,  qui 
touchent  respectivement  ^  suivant  une  conique.  Leurs  arguments  «,  ^' 
sont  les  seize  demi-périodes,  c'est-à-dire 

r  =  i  c'  + 

où  £,  £',  A,  A'  sont  égaux  à  o  ou  i . 

Rappelons  d'abord  la  notation  que  nous  avons  proposée  (')  pour  les 
seize  plans  singuliers  et  les  seize  points  doubles;  les  plans  singuliers 
sont  représentés  respectivement  par  un  des  seize  symboles  : 

II',      12',      i3',      i4',     21',     22',     .  .  .,     4f, 
obtenus  «n  combinant  un  des  caractères  1 ,  2,  3,  4  avec  un  des  carac- 
(')  Ce  Journal,  t.  IX,  4^  série,  p.  58. 
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tères   r,  2',  3',  4'i  les  seize  points  doubles  sont  représeiUés  par  les 
mêmes  symboles  (avec  parenthèses) 

(.!'),        (.V),        ...,        (iV). 

Les  six  points  doubles  situés  dans  le  plan  aa'  sont 

(ap'),      (ay),      (a5' ),      (^a' ),      (ja'),      (ca'). 
de  même,  les  six  plans  singuliers  qui  passent  par  le  point  (aa')  sonl 
a[i',      ay',     ao',      pa',     ya',      ca'; 

Quatre  points  doubles  forment  un  groupe  de  Ro-seiiltaiii,  lorsque 
le  tétraèdre  qui  les  a  pour  sommets  a  jjour  faces  quatre  plans  singu- 
liers :  il  y  a  quatre-vingt  de  ces  tétraèdres.  Si  Ton  dispose  les  carac- 
tères i',  2',  3',  4'  sur  une  ligne  horizontale,  dans  un  ordre  quelconque, 
et  les  caractères  i ,  2,  3,  4  sur  une  ligne  parallèle  située  au-dessous,  dans 
un  ordre  également  quelconque,  et  si  l'on  représente  le  point  (aa'  )  par 
la  droite  cpii  joint  les  caractères  a  et  a',  les  symboles  graphiques  des 
groupes  ou  tétraèdres  de  Rosenhain  sont 

a- S' y  5'       1:        CL     B'v-    <r       "■■      r»' 

Y  .^.  y  V  A  A 

De  même,  quatre  points  doubles  forment  un  groupe  de  Gôpel. 
lorsque  le  tétraèdre  qui  les  a  pour  sommets  n'a  pour  face  aucun  plan 
singulier  :  il  y  a  soixante  tétraèdres  de  Gôpel  ayant  pour  symboles 
graphicpies 

MM     M 

Le  symbole  graphique  des  six  points  doubles  situés  dans  un  même 
plan  singulier  est 

VA 

Indiquons  enfui   les   symboles  de  groupes   remarquables   de    liuil 
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points,  formant  ce  qu'on  peut  appeler  un  octaèdre  de  Gopel,  et  que 
nous  retrouverons  par  la  suite  :  ce  sont 

Il  y  a  trente  de  ces  octaèdres. 

54.   Quant  à  la  relation  entre  la  notation  symbolique  et  les  demi- 
périodes  correspondantes,  elle  est  marquée  au  Tableau  suivant  : 


Symboles.  z. 

(Il') o 

(12') O 

(21') 1 

(22') I 

(3l') O 

(32') O 

(4'') I 

(42') . 

(■3') o 

('4') o 

(23') I 

(24') • 

(33') o 

(34') o 

(43') < 

(44') < 

La  demi-période  £,  s',  k,  A'  est 


Demi-périodes  correspondantes. 


W  =   -  -4-  -  A  "■  -I A' A, 

2  2       ^  2 

V  =  -   +  -  A//   -f-  -  A    "■  . 


r>î>.  Il  e>|  intéressant  de  voir  ce  que  deviennent  les  synd)oles  ci- 
dessus,  quand  on  ajoute  aux  seize  demi-périodes  une  même  demi- 
période,  autre  (pie  ;/ =  o,  c^o;  voici  les  résultats,  ([u'on  vérilie 
immédialemciil  à  faide  du  Tableau  précédent. 
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Ajouter  la  demi-période  «  =  -,  ç  =  o  revient  à  permuter  i  et  2,  3 
et  i,  ï^ans  changer  i',  2',  3',  4';  c'est-à-dire  que  la  demi-période,  qu'on 
obtient  en  ajoutant ->  o  à  (28'),  est  (i3').  Ainsi  : 

L'addilinii  de  la  deini-période  i=:o,  ^'=  i,  ).  ^o,  À'zro  permute  i  et  2;  Sel  4;  ...  de  même  : 
»  »  I  o  o  o         »         i',  2';  3',  4'; 

»  »  t  I  o  o         »         1 ,    2  ;  3,    4  •   i'>  2';  3',  4  . 

»  ))  o  o  I  o         «         1 ,    3  ;  2 ,   4  i 


0        » 

I,   3: 

2i 

4; 

1',  2' 

3' 

4'- 

0        » 

>,   4: 
1',  3'; 

2, 
2', 

3: 
4'; 

',  2'; 

3' 

4'- 

I       » 

I,   2; 

3, 

4: 

',  3'; 

2' 

4  • 

1           » 

•  ',  4' 

2' 

3': 

I       » 

1,2; 

3, 

4: 

',4'; 

2' 

3'. 

I       .. 

I,   3: 

2, 

4; 

r',  3' 

2' 

4'. 

I       » 

i>  4; 

2: 

3; 

1',  3' 

2' 

4'- 

I           » 

I,  3; 

2, 

4; 

i',  4' 

2' 

3'. 

l       » 

I,  4; 

2, 

3; 

'.  4' 

2' 

3'. 

Zéros  remarquables  des  fonctions  normales,  paires  ou  impaires. 

06.  Toutes  les  fonctions  normales  paires,  de  caractéristique  don- 
née, correspondant  à  des  indices  l  el  k  donnés,  ou  toutes  les  fonctions 
normales  impaires  correspondantes,  s'annulent  pour  une  demi-période 
quelconque,  c'est-à-dire  pour 


(0 


1^  +i>,^ +!>//,, 
2         2    '-        2 


On  a  en  effet,  d'après  les  relations  mêmes  qui  définissent  une  fonc- 
tion normale  F(«,  t),  d'indices  l  et  À", 

F(«  +  £  -t-  Air  -+-  'A'/',  i-  -H  £  +  a//  -I-  X' "■') 

^  pTr(X=(-'5H-*A)+2m>V(-MH-*s';  s^  pi:iX"[-*aA-(/-t-Ap)^]_ 
Journ.  de  Math,  {b'  série),  lome  V.  —  Fasc.  III,  iSgy.  -'7 
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Si  l'on  fait,  dan;;  cette  relation, 

22^2'  2  2  2"' 

et  si.  pour  abréger,  on  désigne  par  —  -  et ces  valeurs  de  //,  f, 

il  vient 

p/^,    ^\    _-    p  /_    *,      _    £^\    ^K/t£W-EW+).0+/.'0'4-/,E),H-E'/.')+A(£'X+a6/,'*Pe'/,')] 

Si  donc  le  nombre 

(  2  )  N  =ÎW  +  £'w'-+- AO  +  a' 0 '+/(£>.-)-  £' A) -H /,■(£' A  +  a£A'-r-^£'A') 

(rst  pair,  la  relation  précédente  montre  que  les  fonctions  F{u,  r)  ini- 
paires  s  annulent  pour  la  demi-période  -i  — ;  si  ce  nombre  est  impair, 
ce  sont  les  fonctions  F(«,  i')  paires  qui  s'annulent. 

57.   Il  est  aisé  de  trouver  les  demi-périodes  qui  annulent  les  fonc- 
tions l'{ii,  i')  paires  ou  impaires.  Plusieurs  cas  sont  à  distinguer  : 

d8.   Premier  cas  :  A  est  pair.   —   Le  nombre  N  (2)  est  alors  de 
même  parité  que 

£W  -f-  £'co'  -I-  XO  -I-  )/0'  -I-  /(  £A  -+-  £'X')  : 

donc,  w,  co  ,  0,  0  étant  donnés,  c'est-à-dire  la  caractéristique  étant 
donnée,  les  fonctions  normales  paires  (impaires),  pour  lesquelles  /a  la 
même  parité,  s'annulent  pour  les  mêmes  demi-périodes,  l'^n  p-.irticuller, 
elles  s'annulent  pour  les  mêmes  demi-périodes  que  les  fonctions  thèla 
normales  paires  (impaires)  dont  l'ordre  a  la  parité  de  /;  géométrique- 
ment, si  k  est  pair,  les  courbes  des  familles  singulières  passent  sur  la 
surface  de  Kunimcr  par  les  mêmes  groupes  de  points  doubles  que  les 
courbes  des  familles  ordinaires.  Ainsi  (')  : 

A  étant  pair, 

(  '  )  Voir  notre  Mémoire  :  5«/"  les  sur/aces  hj-perellipliques,  l.  IX  de  ce  Journal. 
.'i'  série,  p.  72-74. 
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.S;  /  est  pair,  o  :=  /-  +  ^  /il  -+-  a  A'^  l'est  également  : 

1°  Les  — —  /onctions  singulières  normales  paires,  d'indices  I.  /■ 

et  de  caractéristique  nulle,  ne  s'annulent  sinailtanétnent  par  aucune 

demi-période  :  il  leur  correspond  une  famille,  '  "^  '   -  i  fois  infinie, 

de  courbes  singulières  ne  passant  par  aucun  point  double  de  la  sur- 
face de  Kumnier; 

•?°  Les  fonctions  singulières  normales  impaires,  de  carac- 
téristique nulle,  s'annulent  pour  les  seize  demi-périodes  ;  il  leur 
correspond  une  famille, i  fois  infinie,  de  courbes  singu- 
lières passant  par  les  seize  points  doubles  ; 

?t°  Les  -  fonctions  singulières  normales  paires,  de  caracté- 
ristique  donnée  non  nulle,  s'annulent  pour  huit  demi-périodes  et 
les  -  fonctions  normales  impaires  de  même  caractéristique  s'an- 
nulent pour  les  huit  autres;  il  correspond  respeclii-ei7ient  à  ces  deu.r 
séries  de  fonctions  deux  familles, i    fois  infinie  chacune,  dr 

courbes  singulières;  les  courbes  de  la  première  famille  passent 
toutes  par  huit  points  doubles  formant  un  octaèdre  de  Gopel,  les 
courbes  de  la  seconde  famille  passent  par  les  huit  autres  points 
doubles  qui  forment  aussi  un  pareil  octaèdre. 

Si  l  est  impair,  o  est  également  impair  : 

Les  ù  fonctions  singulières  normales,  de  cai-aclérislique  donnée 

quelconque,  se  divisent  en fonctions  paires  et  — ^ —  fonctions 

impaires,  ou  inversement,  selon  que  la  caractéristique  est  paire  on 

impaire  (  '  )  :  aux  ■ fonctions  correspond  une  famille,  ~~ i 

fois  infinie,  de  courbes  singulières  passant  par  six  points  doubles 
situés  dans  un  même  plan  singulier  de  la  surf  ace  de  Kummer  ;  aux 

(')  La  caractéristique  est  paire  ou  inijiaire,  selon  que  loO  -h  (o'9'  est  pair  ou 
impair. 
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— —  fondions  correspond  une  famille, i  fois  infinie,  de 

courbes  singulières  passant  par  les  dix  au/res  points  doubles. 

59.   Deuxième  cas  :  k  est  impair.  —  Le  nombre  i\  (2)  a  la  parité 
de 

£(.0  -I-  £'w'+  aO  +  X'0'4-  l{tk  +  t'\')  +  £'À  +  y.z\' -\-  ps'X'. 

D'ailleurs  /'^  +  p/  +  a  ^  û  (mod  2),  et  en  remplaçant  a  par  sa  valeur 
tirée  de  cette  congruence,  on  est  ramené  au  nombre 


(3) 


îw  +  î'w'-i- "àO -h  À'O' 

-f-  /(£A+  £'A')  +  £'A  +  0£A'+  /(/+  ji)£A'H-  fl£'A'. 


Distinguons  maintenant  trois  sous-cas  désignés  ci-dessous  par  1,  II, 
III. 

(>0.  1°  0  est  impair.  —  D'après  le  n''  46  les  fonctions  singulières 
normales  paires  et  impaires,  de  caractéristique  donnée  quelconque,  se 
déduisent  (à  un  facteur  exponentiel  près)  des  fonctions  singulières 
normales,  paires  et  impaires  ou  impaires  et  paires,  par  l'addition  à  //,  i 
d'une  demi-période. 

Il  suffit  donc  d'étudier  les  demi-périodes  (|ui  annulent  les  fondions 
paires  et  impaires  de  caractéristifjue  nulle. 

Le  nombre  (3)  est  alors,  en  y  faisant  co  :=  co'  =  0  =  0'  =  o  et  0  ^  1 , 

/(£A  +  £'A;)  +  £'A  -h  cA'-f-  /('/  -h  i3)£A-l-  ^£'A', 
ce  qui  s'écrit 

f£'+£/J[A  +  V(/+^)|  +  £X'. 

S'il  est^i,  les  fonctions  paires  de  caractéristi(pie  nulle  s'annulent 
pour  la  demi-période  (c,  £',  X,  V),  sinon  ce  sont  les  fonctions  impaires. 
Or  ré(|uation 

xy  +  zt^^K         (mod  2), 

où  X,   V,  -.   /  sont  o  ou  I,  a  six  solutions  si  A-      1,  et  di.r  A  As^o; 
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pour  A^i,  ces  solutions  sont 

a;  ^  o,  o,  I ,  I ,  I ,  I , 

y  =  o,  I,  o,  I,  I,  I, 

:;  =  I,  I,  I ,  o,  o,  I , 

^  ^  I  ,  I ,  I ,  o,  I ,  o. 

Les  fonctions  paires,  de  caractéristique  nulle,  d'indices  /  et  />,  s'an- 
nulent donc  pour  les  six  demi-périodes 

£=     I,  I,  î,  o,  o,  o, 

t'^      l,  l,  /  -4-  I  ,       1  ,  I,  /  -h  I  , 

(inod  2). 

A  =  /  +  îi,      l.  +  '^-\-i,     /-^3,      1,      /+?  +  !,         I, 

A'=      I,  I,  I,  O,  I,  o. 

Les  notations  symboliques  de  ces  six  demi-périodes  sont  les  suivantes, 
suivant  la  parité  de  [i  et  de  /  : 

/     Ipair...      (23'),     (^3'),     (aV),     (3V),     (34'),     (/ia')         [XCX] 

p  pntf  < 

i  ••     3-    "■     -■• 

(      l  impair.      (44'),     (24'),      (43'),     (82'),     (i4'),      (4i')      U^      | 

*        2        1         s 
?■       3'       I. 

/     [pair...     (43'),     (23'),     (44'),     (32'),     (i4'),     (42')      ^f^^ 
\  .     j    i     , 

Ji  i/upaif     1 

I  ^.     y    r    y 

\      l  impair.      (24'),     (44'),      (23'),      (32),     (34'),     (4>')       ^^4J 

2        5       » 

On  a  ainsi  trois  types  de  groupes  de  six  points  doubles  de  ^(  les  deux 
derniers  revenant  évidemment  au  même)  qu'on  peut  caractériser 
aisément  au  point  de  vue  géométrique. 

Le  premier  type  :  (23'),  (43'),  (24'))  (32'),  (34'),  (  12  )  est  formé 
par  les  six  sommets  non  communs  à  deux  tétraèdres  de  Gôpel  ([ui  ont 
un  sommet  commun  (22'). 
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Le  deuxième  type  :  (44))  (24')?  (43'),  (32'),  (i4'),  (4'  )  csl  formé 
par  les  six  sommets  non  communs  à  deux  tétraèdres  de  Rosenhain  qui 
ont  un  sommet  commun  (42'). 

T^e  troisième  type  :  (43'),  (23'),  (44')»  (32),  (i4'))  (42')  est  formé 
par  les  six  sommets  non  communs  à  un  tétraèdre  de  Gôpel  et  à  un 
tétraèdre  de  Rosenhain  qui  ont  un  sommet  commun  (4'')- 

l^es  fonctions  impaires,  de  caracléristicjue  nulle,  d'indices  /  et  A" 
s'annulent  pour  les  dix  demi-périodes  qui  n'annulent  pas  les  fonctions 
paires. 

On  passe  enfin  du  cas  de  la  caractéristique  nulle  à  celui  des  carac- 
téristiques non  nulles  en  ajoutant  une  même  demi-période  à  chacun 
des  groupes  ci-dessus  ;  les  notations  syndjoliques  des  groupes  nouveaux 
se  déduisent  des  précédentes  par  les  règles  du  n"  Wô,  et  Ton  reconnaît 
que  les  systèmes  de  six  points  doubles  correspondants  possèdent  encore 
les  mêmes  propriétés  géométriques.  En  résumé  : 

(îl.   1.   h  étant  impair,  si  0  est  impair  : 

Les  0  fonctions  singulières  normales,  d'indices  l  et  k,  de  carac- 
téristique donnée  quelconcjue,  se  divisent  en fonctions  paires 

et ■  fonctions  impaires,  ou  inversement  (')  :  aux fonctions 

correspond  une  famille,  — •  i  fois  infinie,  de  courbes  singu- 
lières passant  toutes  par  six  points  doubles,  non  situés  dans  un 

même  plan  singulier,  de  la  surface  de  Kummer;  aux fonctions 

correspond  une  famille, — 1  fais  infinie,  de  courbes  singu- 

hères  passant  par  les  di.c  autres  poi/tts  doubles. 

Comme  il  y  a  seize  caractcM-isliipics,  on  ti'ouve  ainsi,  pour  /  cl  A 
donnés  (A  imjiair),  seize  groupes  remarcpiahlcs  d(^  six  points  doubles, 
(]ui  ne  dépendent  que  de  la  parité  de  /  et  de  [i  et  (jui  se  déduisent  de  l'un 
d'eux  par  l'addition  d'une  des  quinze  demi-périodes  autres  que  (o,  o)  : 
on  vérifie  sans  difficulté  que  deux  quelconques  de  ces  groupes  ont 

(')   Selon  que  iu[(/-i-  p)6  -+■  6']  -1-  10' [—  ïO  -i-  /O']  esl  pair  ou  impair  (  n°  W). 
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toujours  deux  points  communs  et  deux  seulement;  les  huit  points  non 
communs  forment  un  octaèdre  de  Gôpcl;  enfin  un  même  point  singu- 
lier appartient  à  siv  groupes. 

02.   2"  0  fs/  pair,  cl  la  caractéristique  est  telle  que 
w  =  /aj';  0'=0(/+  j3)(mod  2). 

Comme  d'après  le  n°  47  on  passe  au  cas  de  la  caractéristique  non  nulle 
on  ajoutant  une  demi-période  convenable  aux  fonctions  normales,  paires 
et  impaires,  de  caractéristique  nulle,  nous  supposerons  encore 

co  =  co'  =  0  ^  0'  ^  o. 

Le  nombre  (3)  est  alors,  en  faisant  oeso,  de  la  parité  de 

/(cA  +  t'K)  +  £'À  +  /(/-[-  ^)£X'-t-  I^e'A', 

ce  qui  s'écrit 

On  a  donc  à  étudier  une  congruence  de  la  forme 

xy^E^X         (moda). 

Si  A  ^  I ,  on  a  nécessairement  x  ^  i ,  y  =  \ ,  doù 

e'-I-e/^i,  a -1- >.'('/ -I- |3)^eei  (moda), 

ce  qui  donne  pour  zéros  des  fonctions  paires,  de  caractéristique  nulle, 
d'indices  /,  />•,  les  quatre  demi-périodes 

£SSO,  o,  I,  I, 

t'^  I,  I,  l  -\-  y,        /-t-i, 

X^i,     Z-hp-i-i,         I,        /-i-|3-i-i, 
A'eso,  I,  o,  1. 
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Les  notations  symboliques  correspondantes  sont,  suivant  la  parité 
de  p  et  de  /  : 

/     i  pair (32'),     (34'),     (42'),     (44')  [Xf 

3         . 

3  pair  1 

I 

/  impair (Sa'),      (  i4'),      (4i'),     (23')  I   I   I   I 


l  pair (32'),     (i4'),     (42'),     (24')  A   A 

3   impair 

\    l  impair (32'),      (34'),     (4«'),     (43')  \/\/ 

Si  j5l  est  pair,  les  quatre  points  forment  donc  un  groupe  de  Gôpcl: 
si  p  est  impair,  un  groupe  de  Rosenhain. 

Les  fonctions  impaires,  de  caractéristique  nulle,  s'annulent  pour  les 
douze  demi-périodes  qui  n'annulent  pas  les  fonctions  paires. 

Pour  passer  au  cas  des  trois  caractéristiques  remarquables  non 
nulles  telles  que  cj^^cj',  0'^6(/-i-  P),  il  suffit  d'ajouter  une  demi- 
période  aux  groupes  de  quatre  points  ci-dessus;  on  retrouve  soil  le 
même  groupe  (pour  quatre  demi-périodes  y  compris  o,  o),  soit  trois 
autres  groupes,  dont  chacun  correspond  à  une  des  trois  caractéris- 
tiques. Le  Tableau  suivant  fait  connaître  ces  groupes  de  quatre  points, 
selon  la  parité  de  ^  et  de  /;  on  y  a  récrit  le  groupe  qui  répond  à  la 
caractéristique  nulle. 

3  pair. 
I  pair.  l  impair. 

(32'),    (i4'),    (4i'),    (23'), 
(42'),     (24'),     (3i'),     (i3'), 

(12'),      (34'),      (21'),      (43'), 

(22'),     (44'),     (n'),     (33'), 


(32'), 

(34'), 

(42'), 

(44'), 

(3i'), 

(33'), 

(4i'), 

(43'), 

(12'), 

(>4'), 

(22'), 

(24'), 

(II'), 

(i3'), 

(21'), 

(23'), 
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impair. 


l  pair. 

(3-2'),        (l4'),        (-12'),  (24'), 

(3>'),     (i3'),     (4i'),  (23'), 

(.2').      (34'),      (22'),  (44'), 

lu'),     (33'),     (21'),  (43'), 


/  iiiipaii 

(32'),     (34'),     (4i'),  (43'), 

(3i'),     (33'),     (42'),  (44'), 

(.2'),        (l4'),        (21'),  (23'), 

(22'),       (24'),       (I.'),  (l3'). 


Ce  Tableau  monlre  que,  daus  chaque  cas,  les  quatre  groupes  tic 
quatre  points  comprennent  une  (et  une  seule)  fois  chacun  des  seize 
points  doubles;  deux  quelconques  d'entre  eux  forment  un  octaèdre 
de  Gôpel;  si  j3  est  pair,  chaque  groupe  est  un  groupe  de  dopcl:  si  |i 
est  impair,  un  groupe  de  llosenhain.  Imi  résumé  : 

(>5.    II.   li  étant  impair,  si  o  est  pair  : 

Les  0  fonctions  singulières  nor/na/es,  J'tndiccs  l  ri  /,,  apparie- 

O)      oj'   I 
nant  à  l'une  des  quatre  caractéris/iques  remarquables 

^  ^  0    0'  ! 

telles  que  co^/w',  0'^e;0(/-1-  [i  )  (mod-j),  se  dii-isent  en  ''-^^fonc- 
tions paires  et fonctions    impaires,    ou   i/nerse/nent,   selon 

que  Ooj    est  pair  ou  impair  :  aux  '  fonctions  coj-respond  une 

famille,  ''-^—^  —  i  fois  infinie,  de  courbes  singulières  passant  toutes 
par  quatie  points  doubles  de  la  surface  de  Kummer:  aux  '—^  fonc- 
tions correspond  une  famille,  ^^-  —  i  fois  infinie,  de  courbes  sin- 
gulières passant  par  les  douze  autres  points  doubles. 

Aux  quatre  caractéristiques  correspondent  ainsi  quatre  groupes 
de  quatie  points  doubles,  dont  l'ensemble  forme  les  seize  points 
doubles  de  la  su/ face. 

64.   3°  0  est  pair  et  la  caractéiistique  ne  vérifie  pas 
WEEEi/w',  0's=0(/4-^)         (mod2}. 


Journ.  de  Malk.  (â-  série),  lomc  V.  —  I'; 
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Kii  ce  cas,  il  v  a  -  fonctions  paires  dindices  /,  A'  el  anlanl  d'impaires; 

la  caraclcrisli(jue  ne  peut  être  nulle.  Le  nombre  (3)  s'écrit,  en  y  faisant 

0  =  0, 

cw  +  £'fo'+  AO  +  !'(}'-+-  l(tl  -+-  t'I')  -+-  c'a  -h  /(/  +  3)£A'+  fix'A', 
ce  <pii  s'écrit 

1  .•  +  c/  ^.  0]  I  "A  -t-  //(/  +  li)  +  o/J  +■  I  ■  +  0'  ^  0(  /  +  |i  )|  I  co  -+-  /to'J 

+  A  [0'  -f-  0(/  +  ;i)]  +  oj 1 0'  +  0(/  +  ^)]  +  w  I  07  +  0/(7+  [3)  +  0  ]. 

Pour  trouver  les  demi-périodes  qui  annulent  les  fonctions  paires,  il 
faut  exprimer  que  ce  nombre  ^i  (mod  2);  ce  qui,  en  représentant 
par  O  les  termes  de  la  seconde  ligne,  formés  de  (puuUités  connues, 
donne  une  congruence  de  la  forme 

./;r-+-  z(lo  -h  /o/)  +  /[0'-f-  0(/-f-  |3)]=i2-H  i  (mod  2). 

Or,  par  hypothèse,  to  -h  /w'  et  0'  -+-  0(/  -f-  ji)  ne  sont  pas  pairs  à  la 
fois,  de  sorte  que,  si  w  +  Ico'^i  par  exemple,  on  peut  donner  à  x, 
y,  t  les  valeurs  o  ou  i  et  en  déduire  toujours  une  valeur  de  z.  On  a 
donc  en  tout  huit  solutions  en  ./;,  y,  c,  /;  à  une  de  ces  solutions  ./•,  j-, 
".  /  corres])ond  la  solution  en  t,  î',  A,  A'  : 

(/,)        I  ^ 

(   A  +  A'(/  +  ^)  +  co'= j,  A'=  /, 

ce  ({ni  donne  un  et  un  seul  système  s,  i,  X,  X'.  Donc  les  fonctions  nor- 
males paires  s'annulent  pour  huit  demi-périodes,  el  les  fonctions  im- 
])aires  pour  les  /n/it  autres  :  les  groupes  de  points  doul)les  coi-res- 
pondanls  ne  dépendent,  d'après  (4),  (pie  de  la  parité  de  l  et  de  [i. 

Comme  les  caractéristiques  c{ui  ne  véri lient  pasco^/co',  O's-r  0(/-i- jiJ) 
sont  au  nombre  de  16  —  4  =  i  2,  on  tiouve  ainsi,  pour  /  et  [3  de  [)arités 
données,  2X12  =  24  groupes  de  huit  points  doubles;  ces  groupes 
sont  a.?.voc/e.ç  deux  à  deux  de  telle  sorte  que  les  huit  |)oints  doubles 
f}ui  ne  font  pas  partie  d'un  groupe  appartiennent  à  l'autre.  Il  sidlira 
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donc  d'écrire  douze  des  vingt-quatre  groupes;  les  douze  autres  s'en 
déduisent  immédiatement.  Voici  les  résultais  : 


ji  pair. 


l  pair. 


I  impair 


(44') 

(24') 

(43')  (32')  (.2')  (.3')  (21')  (3,') 

(23')  (43')  (24')  (34')  (II')  (i3')  (i4')  (22') 

(44') 

(24') 

(43')  (4i')  (II')  (i3')  (22')  (4^) 

(24')  (32')  (34')  (42')  (II')  (12')  (i4')  (33') 

(44') 

(24') 

(32')  (4.')  (Il')  (.2')  (23')  (33') 

(23')  (43')  (32')  (42')  (M')  (12')  (i3')  (44') 

(44') 

(43') 

(32')  (i4')  (22')  (23')  (II')  (3i') 

(43')  (32')  (34')  (42')  (22')  (II')  (3:')  (4i') 

(44') 

(43') 

(i4')  (4i')  (21')  (23')  (12')  (42') 

(23')  (32')  (34')  (42')  (21')  (22')  (.3')  (33') 

(44') 

(32') 

(i4')  (4i')  (21')  (22')  (i3')  (33') 

(43')  (24')  (32')  (42')  (21')  (22')  (i4')  (44') 

(24') 

(43') 

(32')  (4i')  (2.')  (22')  (23')  (34') 

(23')  (43')  (24')  (42')  (33')  (II')  (21')  (4i') 

(44') 

(24') 

(43')  (i4')  (33')  (34')  (II')  (21') 

(23')  (43')  (24')  (3a')  (3i')  (33')  (12')  (22') 

(44') 

(24') 

(i4')  (4<')  (3i')  (34')  (i3')  (23') 

(23')  (43')  (34')  (42')  (3i')  (33')  (.4')  (44') 

(24') 

(32') 

(i4')  (4i')  (42')  (II')  (21')  (3i') 

(23')   (24')   (32')   (34')   (44')   ("'')   (2.')   (3i') 

(24') 

(43') 

(32')  (.4')  (42')  (i3')  (23')  (33') 

(23')  (24')  (34')  (42')  (4i')  (44')  (12')  (22') 

(43') 

(32') 

(i4')  (4i')  (II')  (.2')  (.3')  (34') 

(43')  (24')  (32')  (3V)  (4i')  (44')  (i3')  (33') 

et  les  douze  groupes  associés. 


et  les  douze  groupes  associés. 


|3  impair. 


(32' 

(34' 

(32' 
(32' 

(34' 
(3i' 

(32' 
(32' 
(32' 

(34' 

(32' 
(32' 


l  pair. 

(34')  (43')  (12')  (i3')  (i4')  (21') 

(4i')  (43')  (n')  (i3')  (i4')  (22') 

(34')  (4i')  (II')  (12')  (i4')  (23') 

(4.')  (43')  (il')  (12')  (i3')  (24') 

(4i')  (43')  (21')  (23')  (24')  (12') 

(34')  (4l')    (2.')    (22')  (24')  (l3') 

(34')  (43')  (22')  (23')  (24')  (I.') 

(4i')  (43')  (21')  (22')  (23')  (i4') 

(4i')  (43')  (3i')  (33')  (12')  (22') 

(4i')  (43')  (3i')  (33')  (i4')  (2-4') 

(34')  (4i')  (42')  (44')  (■'')  (21') 

(34')  (43')  (42')  (44')  ('3')  (23') 


(3i') 

(42') 

(33') 

(44') 

(42') 

(33') 
(3,') 
(44') 

(42') 

(44') 
(3i') 
(33') 


(32')  (42')    (24') 

(32')  (42')    (24') 

(32')  (l4')    (42') 

(32')  (i4')   (42') 

(32')  (l4')    (42') 

(32')  (42')    (24') 

(i4')  (42')  (24') 

(32')  (14')    (24') 

(i4')  (42')  (24') 

(32')  (l4')    (24') 

(42')  (i4')  (24') 

(32')  (l4')    (24') 


l  impair. 

(12')  (i3')  (21')  (il')  (4i') 

(..')   (.2')  (23')  (33')  (43') 

(11')  (12')  (i3')  (34')  (44') 

(21')  (22')  (i3')  (33')  (43') 

(22')  (23')  (11')  (3i')  (4i') 

(21')  (22')  (23')  (34')  (44') 

(33')  (34')  (II')  (21')  (4i') 

(3i')  (33')  (34')  (12')  (22') 

(31')  (34')  (i3')  (23')  (43') 

(44')  (II')  (21')  (3i')  (43') 

(4.')  (43')  (44')  ('2')  (22') 

(4i')  (44')  (i3')  (23')  (33') 


et  les  douze  gioupes  associés. 


el  les  douze  groupes  associés. 
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On  peut  faire  sur  ces  Talilcaux  les  remarques  suivantes  : 
i"  ^^  pair.  —  Il  y  a //«/7  plans  singuliers  qui  contiennent  respccli- 
venicnt  quatre  points  d'un  groupe;  par  exemple,  pour  le  groupe 

(i\')    (24')    (',3')    (32')     (12')    (i3')     (21')    (3.'), 

ces  huit  plans  sont 

\-x',     22',     4i',     9.3',      II',      l'i',     33'     3V. 

Considérons  un  de  ces  plans  :  il  contient,  outre  (piatre  points  du 
groupe,  deux  autres  points  doubles;  ces  deux  points  et  les  quati'e 
points  du  groupe  non  situés  dans  le  plan  forment  un  des  groupes  de 
six  points  rencontrés  aux  n"*  60-Gl  ;  si  /  est  pair,  ce  groupe  de  six 
points  est  un  de  ceux  qui  correspondent  à  /  impair,  et  inversement. 

Chacun  des  groupes  de  huit  points  comprend  deux  points  de  Tuu 
([ueleonque  des  quatre  groupes  de  quatre  points  rencontrés  au  n"  (>2, 
l'I  (jui  correspondent  à  la  même  parité  de  /. 

2°  p  iwpaii\  —  Il  y  a  chnix  plans  singuliers  (pii  contiennent  resj)ec- 
livenient  cinq  points  d'un  groupe;  par  evenqile,  poiu'  le  grou|)e 

(32')     OV)     (43')     {^'>')     (i3')     (xX)     (21')     (3i'), 

ces  deux  plans  sont 

I  1       et     33'. 

Un  de  ces  plans  contient  en  outre  un  si\ii''nii'  poiiil  ddulili-;  ce  jxjiut 
et  les  trois  points  du  groupe  non  situés  dans  le  plan  f(M  nient  un  des 
groupes  de  quatre  points  (Rosenhain)  l'cncontrés  au  n"  (J2  :  si  /  est  pair, 
c'est  un  des  groupes  de  quatre  points  (pii  correspondent  à  /  impair,  cl 
inversement. 

En  résumé  : 

(>.">.    III.   /.  étant  impair,  si  o  est  pair  : 

Les  Cl  fondions  singulières  normales,  d' indices  I,  A,  appartfininl 
à  l'une  des  douze  caractéristiques  qui  ne  vérifient  pas  les  con- 

griiences  w  i^  /co',  (y^^f)(l  -+-  [ii)  (mod  2),  .sv  diiise/it  en  -  fonctions 
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paires  ci  -  funclioits  impaires;  à  ces  deux  groupes  de  Jonc  lia  us 

correspondent  deux  fainilles,  f  —  i  fois  injinie  chacune,  de  courbes 

singulières;  Les  courbes  d'une  famille  passent  toutes  par  huit 
points  doubles  de  la  surface  de  Kummer,  et  les  courbes  de  l'autre 
famille  par  les  huit  autres  points  doubles. 

OG.  Remarque  I.  —  Dune  manière  générale,  tous  les  j^roupes  de 
points  doubles  rencontrés  aux  n"*  o8-6d  ne  dépendent,  pour  une  carac- 
ti'risliipii'  (loiinéc,  ([uo  de  ia  [)arité  de  3,  de  /  et  de  A'. 

(j7.  lie  marque  II.  —  Si  k  est  impair,  les  groupes  de  points  doubles 
situés  sur  les  courbes  singulières  dune  même  famille  possèdent  la 
propriété  suivante  :  un  plan  singulier  quelconque  contient  toujours 
un  nombre  pair  de  ces  points  lorsque  ^  est  pair,  et  un  nombre  impair 
lorsque  J5  est  impair.  Cela  résulte,  soit  des  Tableaux  donnés  ci-dessus, 
soit  de  ce  qu'une  courbe  (singulière  ou  non)  tracée  sur  la  surface  de 
Kummer  touche  les  seize  plans  singuliers  en  tous  les  points,  autres 
que  les  points  doubles,  où  elle  les  rencontre;  par  suite,  dans  chaque 
plan  singulier,  elle  passe  par  un  nombre  pair  ou  impair  de  poinis 
doubles,  selon  (jue  son  degré  (2/  -t-  ^A)  est  pair  ou  impair. 

G8.  Remarque  III.  —  11  résulte  des  propositions  ci-dessus  (jue, 
dans  tous  les  cas  : 

Lne  famille  de  courbes  singulières,  d'indices  /,  A,  qui  passent 
toutes  par  •2s  points  doubles  de  la  surface  de  Kummer,  est 

fois  injinie. 

On  pose  toujours 

o  =  /^^;iA74-aA-^ 

C'est  également  vrai,  ijieii  eulcndu,  pour  les  familles  de  courbes 
ordinaires,  qui  ii''[)ondfnl  an  tas  particulier  de  A  =  o. 
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Genre  des  courbes  singulières  sur  la  surface  de  Kummer. 

(>î).  Soient  x\  y,  z  les  coordonnées  cartésiennes  non  lioni()i;ènes 
d'un  point  de  la  surface  de  Kummer  ii,  on  a 

^  ^  '^       «„(,",  r) '        ■^  ~  %'         "  ~  ëv ' 

les  0  étant  des  Conclions  tlièla  du  second  ordre,  paires  el  île  caiacté- 
rislique  nulle. 

Désignons  par  F,,  (  ii,  c)  une  fonction  normale  quelconque,  d'indices 
/,  A,  paire  ou  impaire,  el  de  caractéristique  donnée;  par  la  courbe 
F„^o,  tracée  sur  M,  menons  une  surface  d'ordre  quelcompn'  //, 
S(x,y,  z)  =  o,  qui  coupe  en  outre  M  suivant  une  courbe  (>(//,  r  )  ==  o; 
on  a,  en  désignant  par  S(m,  c)  ce  que  devient  S(\r,  y,  r),  ipunid  on  y 
remplace  x,  y  el  z  par  leurs  valeurs  (5  )  en  u  et  r  : 

Par  la  courbe  C(m,  v)  =  o  menons  une  surface  quelconque  d'ordre  //, 
o(x,y,  z)  =  o,  on  a  de  même 

/    \  /         \       i.^/         X  C(«,  c) 

(7)  ?("''')  =  !  ("''')siû7;;7)' 

F(u,v)  étant  une  fonction  normale  de  mêmes  indices  el  de  même 
caractérislicjnc   que   Fo,  paire  ou  impaire   en   même  temps  (pie  V„\ 

car,  d'après  (6)  et  (7),  p-  est  une  fonction  (piadruplenienl  j)ério(li(pie 
paire. 

Cela  posé,  d'après  un  lliéorème  bien  connu  de  M.  Nother,  toute 
différentielle  abélienne  de  première  espèce  apparlenaul  à  la  courbe 
Fb(u,  p)  ^  o  est  nécessaii'emeiil  de  la  i'oinie 

<-^)  s;.ki-s;k;.^*' 

en  désignant  par  K(./;,j',  :;)  —  o  l'écpiation  de  la  surface  iV 
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Réciproquement,  une  difTérenlielle  de  ce  type  n'est  pas  toujours  de 
première  espèce  si  la  courbe  F^  présente  des  singularités;  mais  nous 
n'aurons  besoin  que  de  la  première  partie  du  théorème. 

70.  Remplaçons  mainlenanl,  dans  la  différentielle  (8),  x,  y  al  : 
par  leurs  valeurs  en  a,  i-,  et  tenons  compte  de  ce  que,  sur  la  courbe 
considérée,  F^(u,  f)  est  nul. 

On  a,  d'après  (6), 

^,       dl\,  C        ^,  dx       -.,  dv       r.,  dz 
du   Ou  ■'  du  ■'  du  -  du 

di'   «,;  ~     ■'  Ji-  "^  ^ràv  "^  ^-'  dv' 

De  même,  K(f/,  v)  étant  nul  identiquement, 


o  =  K,.  ^ h  k, 

■'  du             -' 

dy-_f.,dz 

•T f-  k,-T- 

du             "  du 

'>='-^^^'-; 

dr         ^..dz 

(l  OU.  en  eiimniant  -r-  et  -r-) 
du       i)f 

^(b^k_  -  b.kj.)  -H  -f-(5>,.k.  — h.k,.)  =  -^  ;^Iv.. 
(/«  \     X      .  .      j  /         du  ^     }       -  ~      }  ■'  du    y^l      - 

^  (^.k,  -  >.  k,)  +  j^(^.iv,  -  ^  kj  =  ^  -k,, 

et,  par  suili'. 

■'^         ^     >     -  -      ^    \du  dv         dv  du)       e"  \  </'■   ail  du    dv  ' 

D'ailleurs 

,  d.r    j  dx  j 

dx  =  -.-  au  +  -j-  av. 
du  dv 

o  =    ,-  du  -\ — 5—  dv-, 
du  dv       ' 
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ce  qui  donne 

'^'  ~  [  dv  Ou       ~dJ7  dT-J  I  dV,.  >  ■ 
V  Ov  ) 

Porlanl  celte  valeur  de  dx,  la  valeur  (7)  de  o  et  la  valeiu' (  ;))  de 
S^.Kl  —  S'. K',  dans  la  difTérentielle  (8),  celle-ci  devienl 


/,„\  F(«,()  Ou  Oi-       Ov  Ou   , 

(10)  ,'    .  '    rr; il  II  . 


Ox  dy       Ox  Ov 

m 

Observons  enfin  que,  sur  la  surface  M,  l'intégnde  double 

JT 


'  dx  d  > 


est  de  première  espèce  et  se  réduit  à  /   /  du  dv  si  Ion  remplace  x  ely 
par  leurs  valeurs  (  j)  en  u  et  c;  on  a  ainsi 

ôjr  Oy        O.v  Oy  ,  - , 

Ou  Ov        Ov  Ou  ' 

(car  on  peut  supposer  le  facteur  constant  égal  à  lunité^.  La  diiïéren- 
tielle  (10)  s'écrit  alors 

\o.) 

Telle  est  la  forme  nécessaire  des  difl'érenlielles  abéliennes  de  pre- 
mière espèce  appartenant  à  la  courbe  F„  =  o;  F(m,  v)  y  désigne  une 
fonction  de  la  même  famille  que  l\(a,  c). 

71.  Ri'cipi-oqucnient,  il  est  clair  ipie  toute  diUércnlielle  de  la 
forme  (11)  est  une  intégrale  abélienne  apj)arteiiaut  à  la  courbe 
Fu(M,  p)  ^  o;  on  le  voit,  par  exemple,  en  refaisant  en  sens  inverse  les 
calculs  précédents. 

l'our  ({u'eile  soit  de  piemière  espèce,  il  faut  cL  il  suflit,  si  la  courbe 
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F(,=  o  possède  un  point  double,  c'est-à-dire  un  point  vériûant  les 
relations 

Fo  =  o,  ^  =  G,  -p5=:0, 

au  ai' 

que  la  courbe  F  =  o  passe  par  ce  point;  en  général,  si  la  courbe  F„  ^  (i 
a,  en  un  point,  une  singularité  (j,  il  faut  et  il  suffit  que  la  courbe  F  =  o 
possède  en  ce  point  la  singularité  a-',  adjointe  de  i.  Ainsi  : 

Les  différentielles  abéliennes  de  première  espèce  appartenant  à 
une  courbe  F,, (m,  v)  =  o  sont  de  la  forme  (ii),  oîi  F(«,  f)  est  le 
premier  membre  de  l'équation  d'une  courbe  de  la  même  famille 
que  la  proposée  et  adjointe  à  celle-ci. 

72.  Les  courbes  d'une  même  famille  passent /o«/<?s(n°^  08-60)  par 
is  points  doubles  de  la  surface  de  Kummer,  s  pouvant  être  nul.  Xous 
allons  montrer  : 

1°  Qu'elles  n'ont  pas  d'autre  point  commun,  simple  ou  multiple; 

2"  Qu'aucun  des  is  points  doubles  de  &  par  lesquels  elles  passent 
n'est  multiple  sur  elles  toutes. 

Soit,  en  effet,  F„(«,  t)^o  une  quelconque  des  courbes  de  la  fa- 
mille, ne  présentant  aucune  singularité  spéciale  par  rapport  aux 
autres  :  les  courbes  de  la  famille  formant  une  série  linéaire  tracée  sur 
une  surface  &  ,sans  lignes  multiples,  n'ont  pas  toutes  des  points  singu- 
liers variables  d'une  courbe  à  l'autre;  si  donc  la  courbe  F„  =  o  a  des 
singularités,  celles-ci  sont  fixes  et  communes,  dès  lors,  à  toutes  les 
courbes  de  la  famille.  Soit  alors  F  =  o  une  autre  de  ces  courbes;  la 
différentielle  abélienne 

est  de  première  espèce  sur  Fo=  o,  puisqu'en  tout  point  singulier  de 
Fn=  o,  s'il  en  existe,  la  courbe  F  =  o  présente  la  même  singularité. 
Le  genre,  p,  de  F,,  ^  o  est  donc  égal  au  nombre  des  fonctions  F(//.  v) 
linéairement  distinctes,  diminué  d'une  unité  (car  on  doit  exclure  la 

Journ.  de  Math.  (6'  série),  tome  V.  —  Fasc.  III.  i8y<).  -59 
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fonction  Fj);  on  a  ainsi,  en  vertu  du  n°  68, 

(12)  p  =  -{o—s-hi)         (0  =  P+ ^A7 +  a/r). 

D'ailleurs,  d'après  un  théorème  classique,  la  courbe  Fo=o  est 
coupée  par  les  courbes  F,  qui  sont  ses  adjointes  les  plus  générales,  en 
oQj  _  i)  points  mobiles,  c'est-à-dire  que  les  deux  équations 

F„(M,t')  =  o,  F(u,v)  =  o 

ont  2.2(/>  —  i)  solutions  non  fixes,  deux  à  deux  égales  et  de  signes 
contraires.  Le  nombre /o/a/  des  solutions  communes  étant  (n"  34)  égal 
à  20,  on  a,  pour  le  nombre  des  solutions  fixes, 

il  -  k{p-  i), 

c'est-à-dire  2^,  d'après  (12). 

Il  en  résulte  que  les  courbes  F»  =  o,  F  =  o  n'ont  pas  d'autres  points 
communs  fixes  que  les  2s  points  doubles  de  ^,  par  lesquels  passent 
toutes  les  courbes  de  la  famille,  et  que  les  is  points  sont  simples  sur 
ces  courbes. 

73.  Nous  allons  maintenant  étudier  les  singularités  que  peuvent 
présenter  les  courbes  d'une  même  famille  en  un  des  points  doubles  de 
la  surface  de  Kummer  &. 

74.  Soit  O  le  point  double  de  M  qui  répond  à  m  ^  o,  p  ^  o;  on 
verra,  sans  difficulté,  que  les  raisonnements  ci-après  s'appliquent  à 
tout  autre  point  double. 

Si  les  courbes  d'une  même  famille  passent  toutes  par  O,  comme  () 
est  simple  (n"  72)  sur  la  courbe  générale  de  la  famille,  l'équation  do 
celle-ci  s'obtient  en  annulant  une  fonction  impaire,  F(m,  c),  de  u  et  v  : 
par  suite,  les  courbes  delà  famille  (|ui  admelteut  O  comme  point  mul- 
tiple, l'admettent  comme  point  mulLi[)le  A'ordt-e  impair,  -ir/  -\-  \ . 

Pour  exprimer  que  O  est  un  point  multiple  d'ordre  2q -h  1  pour 
une  courbe  de  la  famille,  il  faut  écrire  que,  dans  le  développement 
de  Maclaurin  de  la  fonction  impaire  F(u,  p),    les  termes  d'ordres 
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1 ,  3,  5,  . .  .  ,  (2^  —  i)  en  M  et  t-  disparaissent,  ce  qui  donne 

2  +  4 +  6+ .  .  .  4- 2^  ou  q(q-^i) 

conditions  ««/ /)/«5.  Nous  disons  aw  p/u*,  parce  qu'il  pourrait  arriver 
que  ces  conditions  fussent  réductibles  entre  elles. 

De  même,  si  O  n'est  pas  un  des  a.s  points  communs  à  toutes  les 
courbes  de  la  famille,  l'équation  de  la  courbe  la  plus  générale  de  cette 
famille  s'obtient  en  annulant  une  fonction  paire,  F(«,  p),  de  «etf; 
les  courbes  de  la  famille  qui  admettent  O  comme  point  multiple,  l'ad- 
mettent donc  comme  point  multiple  d'ordre  pair,  ir.  Le  nombre  des 
conditions  exprimant  que  O  est  multiple  d'ordre  2 /-est 

I  -H  3  +  5  -t-  .  .  .  +  27-  —  I 
ou  r-  au  plus. 

7o.  Expression  générale  du  genre  d'une  courbe.  —  Supposons 
qu'une  courbe  indécomposable,  appartenant  à  une  famille  d'indices/.  A", 
ait,  en  un  point  double  ,0,  de  ^,  un  point  multiple  d'ordre  ir,  à 
branches  distinctes  :  quel  abaissement  de  genre  produit  une  pareille 
singularité"? 

Soit  F„  (m,  t')  =  o  la  courbe  considérée  ;  les  différentielles  abéliennes 
de  première  espèce  qui  lui  appartiennent  sont  du  type 

où  F(î/,  (■)  est  le  premier  membre  de  l'équation  d'une  courbe  de  la 
même  famille  que  Fo  =  o  et  adjointe  à  celle-ci,  c'est-à-dire  devant 
présenter  en  O  un  point  multiple  d'ordre  2/-  —  i  au  moins.  Mais,  en 
vertu  du  numéro  précédent,  les  ordres  de  multiplicité  du  point  O  sur 
les  diverses  courbes  d'une  même  famille  sont  de  même  parité  :  la 
courbe  F„(«,  p)=  o  admet  donc  nécessairement  O  comme  point  mul- 
tiple d'ordre  2r,  c'est-à-dire  qu'elle  est  assujettie  à  /-^  conditions  au 
plus.  La  diminution  de  genre  est  donc  /"  au  plus. 

De  même,  si  la  courbe  F„(m,  v)  =  o  a,  en  un  point  double  de  i\ 
point  multiple  d'ordre  2^4-1,  à  branches  distinctes,  la  diniinuliui 
correspondante  du  genre  est  g  (g  -h  i)  au  plus. 


un 
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Enfin,  il  est  clair  qu'un  point  double,  non  situé  en  un  des  seize 
points  singuliers  de  M,  diminue  le  genre  d'une  unité;  et,  en  général, 
un  point  multiple  à  branches    distinctes  d'ordre  h,  le  diminue  de 

-//(//  —  i),  au  plus. 

Soit  alors  une  courbe  F,, (m,  v)  =  o,  appartenant  à  une  famille  d'in- 
dices /,  A",  dont  toutes  les  courbes  passent  par  25-  points  doubles  de  ii. 
Supposons  que  F,,  jjrésente  les  singularités  suivantes  : 

i"  En  chacun  de  ces  25  points,  des  points  multiples  à  branclK's  dis- 
tinctes d'ordres  respectifs 

27,-1-1,     2^,-1-1,     ...,     2*70,4-1; 

2°  En  chacun  des  iG  —  -is  autres  points  doubles  de /^,  des  points 
multiples  à  branches  distinctes  d'ordres  respectifs 

a/",,        2  7'm,        •  ■  •  )        -f'\C:—is\ 

3"  En  d'autres  points,  des  points  multiples  à  branches  distinctes 
d'ordres 

A.,      /^,,      .... 

Un  ou  plusieurs  des  nombres  <7,,  /•,,  A,  peuvent  être  nuls,  c'est- 
à-dire  que  la  courbe  considérée  n'a  aucune  singularité  au  point  cor- 
respondant. 

Le  genre  des  courbes  de  la  même  famille  que  Fo  est  {xi"  72) 

\{l  —  s  +  i)\ 

si  p  est  le  genre  de  F^,  on  a  donc,  en  vertu  des  résultats  relatifs  à 
rabaissement  du  genre, 

(i3)       p>l{l-s+i)-^q{(]-^\)-i:i"—\^h{h  -I). 

Soit  d'ailleurs  F(«,  c)  =:^  o  une  (juelconque  des  courbes  de  la  même 
famille  que  la  courbe  F^,  et  adjointe  à  celle-ci;  les  deu.v  équations 

Fo(«,  iO  =  o,  F^^a,  r)  =  o, 


SUR    LES    FONCTIONS    ABÉLIENNES    SINGULIÈRES.  3o(J 

qui  ont  en  tout  20  solutions  communes,  en  ont  4(p  —  0  non  fixes 
(n"  72);  comme  la  courbe  F(«,  v)  =  o  présente  les  mêmes  singularités 
que  la  courbe  Fq  =  o  aux  seize  points  doubles  de  ^  (n**  73),  et  un  point 
d'ordre  h  —  i ,  au  moins,  en  cliaque  autre  point  multiple  d'ordre  h 
de  F(,,  on  a 

(i4)     4(p  -  0  =  20  -  41'-^'  -  ^(27  +  iy-Z/>(h  -  ,)-  N, 

le  terme  N  étant  mis  pour  tenir  compte  des  autres  points  fixes  d'inter- 
section de  Fg  avec  les  courbes  F,  s'il  y  en  a.  On  en  déduit,  en  obser- 
vant que  2(2^  +  i)-  =  42y(^  -f-  i)  -t-  2.S, 

(i5)       pi^(o-s^  2)  -  Zr-  -  Lq{q  +  i)  -  -^l/i(h  -  i) 

et,  par  suite,  en  comparant  avec(i3),  on  voit  qu'il  faut  prendre  le 
signe  ^,  ce  qui  donne  la  formule 

(16)    p  =  l(f-+r^ld  +  ak--s-i-'2)-I,r^--lq(q+ï)-'-I,h(h-i). 

76.  Remarque  1.  —  La  seconde  partie  de  la  démonstration  précé- 
dente ne  s'applique  pas  si  la  courbe  F„  est  unicursale,  c'est-à-dire  si 
p  =  o,  parce  qu'il  n'existe  alors  pas  de  courbe  F(«,  v)  :  la  formule  (i4) 
peut  donc  n'être  plus  vérifiée. 

11  est  aisé  d'en  donner  une  démonstration  valal^le. 

Soit  $(«,  v)  une  fonction  normale  de  même  caractéristique  que  la 
fonction  Fo(m,  r),  paire  ou  impaire  en  même  temps  que  celle-ci,  d'in- 
dices l -\- im,  k;  m  étant  un  entier  ^o  quelconque.  Les  courbes 
$(«,  p)  =  o  passent  par  les  2s  points  doubles  de  ii  communs  à  toutes 
les  courbes  de  la  famille  qui  comprend  Fp  (n°  66). 

Parmi  ces  courbes  $,  considérons  celles,  çp(M,  v)  =  o,  qui  sont  ad- 
jointes à  F(,;  elles  présentent  aux  points  singuliers  de  F^  les  singula- 
rités que  présentaient  tout  à  l'heure  les  courbes  adjointes  F:  on  dé- 
montre sans  difficulté  qu'elles  coupent  F^  en  2(p  —  i)  -+-  m(2.l  -h  ^k) 
points  mobiles  (');  de  sorte  que,  en  raisonnant  comme  plus  haut  et  en 

(')  Voir  une  dcmonslralion  analogue  dans  noire  Mémoire  :  Siif  les  surf acex 
liypcrellipliijues,  t.  IX.de  ce  Journal,  4"  série,  p.  ibi. 
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employant  la  formule  (i5)  du  n°  Ô4f,  on  a 

/{(p  —  i)-l-  Q.m{-il+  ^k)  =  2 1(1 -h  2  m) -h  <^k  (2 1 -h  2.  m) -h  2ock^ 

ce  qui,  les  termes  en  m  disparaissant,  donne  à  nouveau  la  formule  (i4)- 
Or  les  courbes  (^  dépendent  linéairement  de 

l[{l-h  2my--+-  pA-(/  +  2w)  -1-  aA-  —  s  +  2] 

paramètres  (n"  68),  et  Ton  peut  toujours  prendre  m  assez  grand  pour 
qu'il  y  ait  une  au  moins  de  ces  courbes  adjointe  k¥^.  La  formule  (16) 
est  donc  générale. 

77.  Remarque  II.  —  Nous  avons  supposé,  en  établissant  la  for- 
mule (16)  du  genre,  que  les  points  multiples  de  la  courbe  p'^  =  o 
étaient  à  branches  séparées;  s'il  en  est  autrement,  cette  circonstance 
ne  peut  évidemment  que  diminuerle  genre,  de  sorte  qu'on  a,  en  ce  cas, 

(';)       p<'-{0-s  +  2)-l,--j:q(q^i)-lL/>(h-i). 

78.  Des  raisonnements  précédents  résulte  aussi,  sans  difficulté,  la 
proposition  suivante  : 

Considérons,  parmi  les  courbes  d'une  famille  donnée,  d'indices  /,  k, 
passant  simplement  par  appoints  doubles  de  ^,  celles,  C,  qui  admettent 
un  ou  plusieurs  de  ces  points  pourpoints  multiples  d'ordres  donnés,  à 
savoir  : 

Chacun  des  2,y  points  pour  points  d'ordres  respectifs  25', -f-  1; 
Chacun  des  16  —  2s  autres  points  doubles  pour  points  d'ordres  res- 
pectifs 2r,; 
et  supposons  que  ces  courbes  ne  soient  pas  toutes  décomposablcs. 

Les  courbes  C  forment  évidemment  une  série  linéaire;  elles  dé- 
pendent d'un  nombre  de  paramètres  p  (jui  est  égal  à  leur  genre,  et 
qui  a  pour  expression 

(,8)  p=  -  (l'  +  f^kl  -h  Oik'  ~  s  -h  2)  -  -^r'  -  ■Lq(q  -h  i). 
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Elles  n'ont  en  commun  aucun  autre  point,  simple  ou  double  de  ^, 
que  ceux  qui  interviennent  dans  leur  définition;  elles  n'ont  pas  non 
plus,  puisqu'elles  forment  une  série  linéaire,  de  point  multiple  variable 
d'une  courbe  à  l'autre. 

Cas  elliptique. 

79.  Nous  avons  jusqu'ici  laissé  expressément  de  côté(n''  24),  dans 
le  cas  elliptique,  les  courbes  qui  correspondent  à  des  indices  l,  k 
tels  que  o,  c'est-à-dire  /- -f-  j3A7-|-  aA-  soit  nul  :  d'après  le  n°  25,  ces 
courbes  s'obtiennent  en  annulant  une  fonction  thêta  elliptique  d'une 
seule  variable,  LJ  ou  V,  de  sorte  qu'elles  forment  deux  familles,  évidem- 
ment linéaires,  U  =  const.  et  V  =  const. 

Les  courbes  d'une  de  ces  familles  ne  passent  évidemment  toutes  par 
aucun  point  double  de  la  surface  de  Kummer  ^. 

On  établit  sans  difficulté,  en  suivant  la  marche  du  n"  25,  les  pro- 
positions suivantes,  dont  plusieurs  se  trouvent  déjà  énoncées  dans 
notre  Mémoire  Sur  les  surfaces  de  Kummer  elliptiques  ('  ). 

80.  Posons  toujours  A  =  «-;  chaque  courbe  U  =  const.  s'obtient 
individuellement  en  annulant  une  fonction  thêta  elliptique  de  U,  paire, 
et  d'ordre  deux  :  si  l'on  revient  aux  variables  anciennes,  «etp,  à  cette 
fonction  correspond  une  fonction  intermédiaire  singulière  normale,  de 
caractéristique  nulle,  et  paire,  pour  laquelle  les  indices  sont 

/  =  [3  +  «,  A-  =  -  2. 

11  y  a  deux  de  ces  fonctions  linéairement  distinctes. 

Or  ce  nombre,  deux,  est  compris  dans  la  formule  générale, ,  du 

n°-i2,  qui  donne  le  nombre  des  fonctions  normales  paires,  de  caracté- 
ristique nulle,  d'indices  /,  A;  o  désignant  toujours  l'- -h  ^kl -+-  aA"  : 

pour  0  ^  o,  ' — -  est  bien  égal  à  2. 

I^c  degré  des  courbes  U  =  const.  s'obtient  (n"*  36  et  50)  par  la  for- 
mule générale  2.1 -h  flA,  ce  qui  donne  2n. 

(')  American  Journal  of  Matliematica,  t.  X\I.( 
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Les  courbes  V  =  const.  donnent  lieu  à  des  remarques  semblables; 
leurs  indices  sont  : 

/  =  —  ^  +  /? ,         A ■  =  2  ; 

elles  sont  aussi  de  degré  in. 

On  verrait  sans  difficulté  que  toutes  ces  courbes  sont  de  genre  un  ; 
les  courbes  U  =  const.  ont  le  même  module;  de  même,  les  courbes 
V  =^  const. 

On  démontre  enfin,  par  les  raisonnements  mêmes  du  cas  général, 
que  pour  les  indices 

et  pour  chacune  des  qualrc  caractéristiques  remarquables 
oj  =  /w',         0'=0(/+p), 

. ,  .  3  -f-  2         ,  ,       , .  ,.  .  I  .  .  .      . 

il  existe 5  c  est-a-dire  une  fonction  normale,  soit  paire,  soit  im- 
paire, s'annulant  pour  quatre  demi-périodes,  conformément  aux 
Tableaux  du  n"  G2. 

Mêmes  résultats  pour  les  indices 

^=^(-^^  +  '0,         A-=i. 

Il  y  a  ainsi,  dans  la  série  des  courbes  U  =  const.  ou  V  =  const., 
quatre  courbes  remarquables,  passant  par  quatre  points  doubles  de  il; 
elles  sont  d'ordre  il -\-  [5 A",  c'est-à-dire  /?,  et  de  genre  zéro. 

D'après  cela,  -les  courbes  exclues  jus(|u'ici  sur  les  surfaces  de 
Kumnier  elliptiques  rentrent  dans  le  cas  général,  et  toutes  les  for- 
mules précédemment  établies  leur  sont  applicables. 
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Équations  modulaires. 

81.  En  verlu  trunc  proposilion  rappelée  plus  haut  (n"  48;  et  (jui 
dérive  d'un  beau  théorème  de  M.  Appell,  l'écpiation  d'une  courbe 
ali^ébrique  tracée  sur  une  surface  hyperelliplique  quelconque  s'obtient 
nrrcssaireincnt  en  annulant  une  fonction  intermédiaire  :  si  donc,  une 
surface  de  Kummer  .S  admet  une  courbe  algébrique  qui  n'existe  pas  sur 
la  surface  générale,  c'est  qu'il  correspond  à  cette  courI)e  une  fonction 
intermédiaire  singulière;  &  est  donc  une  surface  de  Kummer  singu- 
lier,'. 

Les  surfaces  hyperellipliques  répondant  à  des  fonctions  abcliennes 
singulières  sont  donc  caractérisées  par  ce  fait  qu'on  peut  y  tracer  des 
courbes  algébriques  n'existant  pas  dans  le  cas  général  :  on  en  déduit 
innnédiatement  une  importante  conséquence. 

82.  Les  coordonnées  d'un  point  d'une  surface  de  Kummer  peu\enl 
s'exprimer  en  fonction  rationnelle  de  deux  paramètres,  ./;  et_>',  et  des 
deux  radicaux 


\x{\  —  x-)(i  —  \x){i  —  [J(.x-)(i  —  V.f), 

vr(i  -r)(i  -  V)('  -  !^r)(i  -  ''y) ; 

les  constantes  A,  a,  v  (ou  leurs  racines  carrées)  sont  les  modules  des 
fonctions  abéliennes  liées  à  la  surface.  Exprimons  maintenant  qu'une 
surface  ainsi  définie  paramétriquement  admet  une  courbe  algébii(]U(' 
de  degré  donné,  n'existant  pas  dans  le  cas  où  )^,  a,  v  sontf[uclcon(pies  : 
nous  arrivons  évidemment  à  une  ou  plusieurs  relations  algébriques 
entre  ces  modules  X,  [a,  v.  D'ailleurs,  dans  le  cas  d'une  surface  une  fois 
singulière,  c'est-à-dire  dans  le  cas  où  les  périodes  g.,  //,  g'  ne  sont 
liées  que  par  une  seule  relation  singulière,  il  ne  peut  existei'  entre  les 

Joiirn.  de  Math,  ('y  série),  loiiic  V.  —  l".isc.  III.  iS.iç,.  '\<^ 
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modules  qu'une  seule  relation,  laquelle  est  nécessairemenl  algébiiijue 
par  ce  qui  précède.  Ainsi  : 

A  toute  relation  singulière  entre  les  périodes  d'une  fonction 
abclicnne  de  genre  deux,  coriespond  une  relation  algébrique  entre 
les  modules. 

Xous  nommerons  celle  relation  équation  modulaire;  dans  ce  qui 
suit,  nous  nous  proposerons  de  former  réquation  modulaire  qui  corres- 
pond à  une  relation  singulière  donnée  entre  les  périodes. 

85.  La  méthode  que  nous  suivrons  consistera  essentiellement  à 
exprimer  que  la  surface  de  Kummer  admet  des  courbes  algébriques 
n'existant  pas  dans  le  cas  général;  au  lieu  de  traiter  le  problème  dans 
Tespace,  nous  le  ramènerons  à  une  question  de  géométrie  plane,  en 
projetant  sur  un  plan  la  surface  et  les  courbes  qu'on  y  peut  tracer,  le 
point  de  vue  étant  un  des  seize  points  doubles,  que  nous  supposerons 
toujours  être  le  point  (i  i). 

Avant  d'aller  plus  loin,  nous  devons  entrer  dans  quelques  explica- 
tions, relativement  à  cette  projection. 

8i.  La  figure  (F  ),  ci-dessous,  représente  la  section  par  un  plan  quel- 
concjue.  H,  des  six  plans  singuliers  de  la  surface  de  Kummer  passant 
par  le  point  double  (i  i')  :  ces  six  droites  forment,  comme  on  sait,  le 
contour  apparent  de  la  surface  sur  le  plan  II. 

Sur  chacune  des  six  droites  on  a  inscrit  le  symbole  du  plan  singulier 
correspondant  :  lu',  i3',  i4'.  21',  '3i',  4'';  an  l>oinl  d'intersection  de 
deux  droites,  on  a  marqué  le  symbole  du  point  double,  autre  que  (i  i'), 
commun  aux  deux  plans  sing;uliers  correspondants,  de  sorte  que  les 
quinze  points  où  les  six  droites  se  coiqient  deux  à  deux  sont  les  jiro- 
jections,  sur  le  plan  H  el  à  pailir  ihi  point  double  (ii'l,  des  (|niti/.c 
autres  points  doubles  de  la  surface. 

Soit  maintenant  une  courbe  (^,  tracée  sur  la  suiface  de  kummer  il, 
el  rencontrée  en  un  seul  point  mobile  par  chacun  des  rayons  qui  la  pro- 
jettent à  partir  dn  point  (m')  :  sa  ])rojeclion  sur  le  plan  11  sera  une 
courbe  2 /o.scriVr' au  contour  apparent  de  ^,  c'est-à-dire  une  courbe 
tangente  aux  six  droites  de  la   figure  (!')  en  tous  les  points  (n'i  elle 
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les  leiiconlre,  les  poiiils  douljlcs  du  coiilOLir,  c'esl-à-dirc  les  puiiils 
diiilcrsoclion  des  si\  droites  entre  elles,  élaiil  seuls  exceptés. 


Sa.  Inversement,  une  courbe  S  donnée  dans  le  plan  II  et  inserile  au 
système  des  six  droites,  est-elle  la  perspective  d'une  courbe  (]  de  la 
surface  de  Kummer,  rencontrée  en  un  seul  point  par  les  rayons  (pii  la 
projetlent  ;  en  daulres  termes,  le  cône  qui  a  pour  sommet  le  point 
double  (II  j  et  pour  base  la  courbe  ^  coupe-t-il  la  surface  ^  suivant 
deux  courbes  distinctes. 

Supposons  que  le  point  (i  i')  soit  pris  pour  le  sommetu.-  =  o,  j-^o, 
r  =;  o  du  tétraèdre  de  référence;  Féqualion  de  ^  est  de  la  forme 

(l)  U.^'-h  2U3/+   IJ,=:  O, 

Uo,  L':,,  L  .  étant  des  polynômes  homogènes  en  ./•,  r,  -  de  dcgiés 
manjués  par  l'indice.  Le  cône  circonscrit  à  ik  à  partir  du  point  (  m  ) 
est  Ui;  —  U2  U,  =  o,  et  se  décompose  en  siv  plans,  cjui  sont  les  six  plans 
singuliers  passant  par  (i  i');  on  a  donc  idenli([ui'meiit 

u^-  u.u,=p,pj'jvi',i%. 
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Cola  posé,  pour  qu'un  conc  de  soniiiiel  (t  i')  cou[)e  Xl  suivant  tloux 
courbes  distinctes,  il  faut  et  il  suffit  évidemment  que,  su/-  ce  cône,  les 
deux  valeurs  de  t,  tirées  de  Téquation  (i),  soient  rationnelles  eu 
.r,  y^  z,  c'est-à-dire  que  U3  —  UoU,,,  ou  le  produit  P,  Po  . .  .  Pe,  soil 
rationnel.  En  d'autres  termes,  en  désii;nant  par  H  =  o  l'équation  du 
cône,  ou  celle  de  sa  base  dans  le  plan  II  pj-is  pour  plan  /  ^  o,  il  faut 
et  il  suffit  qu'on  ait  identiquement 

Nn\p,...p,=w-  +  y:Q, 

N,  M,  Q  étant  des  polynômes  en  x,  y,  z.  Telle  est  la  condilion  à 
laquelle  doit  satisfaire  la  courbe  inscrite  S  :  on  voit  que  toute 
courbe  inscrite  au  système  des  six  droites  P,  ne  répond  pas  à  la  ques- 
tion, car  en  général  pour  une  telle  courbe  S',  on  a  seulement  l'identité 

Rp,p, ...  Po^M-  +  :i:'Q, 

le  polvnome  il  n'étant  pas  nécessairement  un  carré. 

86.  Observons,  pour  terminer  ces  généralités,  que  les  six  plans 
singuliers  passant  par  (i  r)  touclient  un  cône  du  second  ordre,  celui 
des  tangentes  à  la  surface  de  Kummer  au  point  double  (i  1');  on  sait 
de  plus  que  si  l'on  fait  correspondre  d'une  manière  univoque  un  para- 
mètre X  à  chacun  des  plans  tangents  de  ce  cône,  et  si  «,,  rt.,,  . . .,  Uf, 
sont  les  valeurs  du  paramètre  correspondant  aux  six  plans  singuliers 
considérés,  les  fonctions  hyperelliptiques  liées  à  la  surface  de  Kummer 
dépendent  du  radical 


\  (,/;  —  a,  )  (x  —  a.). .. (x  —  «,,). 

Le  problème  de  former  les  équations  modulaires  ou,  ce  qui  est  la 
même  chose,  les  équations  entre  cr, ,  «o,  . . .,  a,,,  revient  donc  à  trouver, 
pour  chaque  relation  singulière  entre  les  périodes,  une  relation  géo- 
métrique caractéristique  entre  les  six  plans  singuliers  (pii  passent 
par  (il'),  ou  e/itre  les  six  droites  {tangentes  à  une  même  conique  ) 
de  la  figure  (F)  qui  précède. 

87.    Pour  niii'uv  faire  comprendre  la   méthode  (|ue  nous  suivrons. 
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nous  l'appliquerons  crabord  aux  doux  cas  parLiculiers  non  cllipliqucs 
les  plus  simples,  à  savoir  ceux  où  l'invariant  A  de  la  relation  singulièn' 
entre  les  périodes,  et  qui  est  nécessairement  de  la  forme  '\  N  ou  4  N  +  i , 
a  l'une  des  valeurs  5  et  8;  le  cas  de  A  =  i  a  été  exclu  au  n°  17  comme 
ne  correspondant  pas  à  de  véritables  fonctions  abéliemies;  celui  dr 
A  =  4  est  elliptique,  et  nous  en  dirons  de  suite  quelques  mots. 

Cas  de  A  =  4. 

88.  La  relation  singulière  cnlre  les  périodes  peut  se  ramener  à  la 

forme  (n°  12) 

—  g  +  g'  =  o, 

c'est-à-dire  ipio 

a  =  —  I ,  f}  =  o,  Y  =  '  • 

On  a  pour  0 

0  =  I-  —  h- . 

On  sait  (n"  80)  qu'il  existe  sur  la  surface  de  Kuinmcr  M  deux  séries, 
simplement  infinies  chacune,  de  courbes  de  genre  i  et  de  degré  2\  A, 
c'est-à-dire  de  biquadraliques  gauches;  dans  chaque  série,  quatre 
des  bi(iuadra tiques  se  réduisent  à  des  courbes  d'ordre  moitié  moindre, 
c'osl-à-dire  à  des  coniques,  passant  chacune  par  quatre  points  doubles 
de  ^.  Ces  coniques  correspondent  (n°80)  aux  indices  /  =  i,  /r  =  i 
pour  une  série,  et  /=  1,  A  =  —  i  pour  l'autre;  les  Tableaux  du  n"  62 
montrent  qu'une  conique  du  premier  groupe  et  une  conique  du  second 
passent  par  les  quatre  mêmes  points  doubles  :  par  exemph;,  deux 
coniques  passent  par  les  points 

(n'),     (22'),     (33'),     (44'). 

Projetons  l'une  d'elles  sur  le  plan  II  à  partir  du  point  (n);  la  per- 
spective est  une  droite  S  qui  passe  par  les  trois  points  marciucs  (22'), 
(33'),  (44')  de  la  figure  (F).  Ainsi,  pour  une  surface  de  Kummcr  ollip- 
li([iie,  d'invariant  A  =  4,  ces  trois  points  sont  en  ligne  droite,  c'est- 
à-dire  qu(>  : 

Si  une  surface  de  Kuniiner  elliptique  a  pour  i/ivariant  quatre. 
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les  six  plans  siiiiiulici-s  qui  passent  par  un  quelconque  de  ses  points 
doubles,  et  qui  louchent  comme  d'ordinaire  un  cône  du  second 
ordre,  forment  trois  couples  en  involution. 

On  peut  transforaier  celte  propriété  par  polaires  réciproques  :  la 
surface  de  Kumnier  étant  sa  propre  transformée  dans  dix  corrélations, 
qui  font  correspondre  les  points  singuliers  auxpoinls  doubles  el  inver- 
sement, on  arrive  à  ce  résultat  bien  connu  : 

Sur  une  surface  de  Kummer  elliptique  répundanl  à  \=^  \^  les 
six  points  doubles  situés  sur  une  même  coniciue  d'un  plan  singulier 
forment  trois  couples  en  involution  ou,  ce  qui  raient  au  même,  un 
hexagone  de  Brianchon. 

Une  pareille  surface  est  le  tétraédroïde  de  Ca yley  :  réciproquement, 
toute  surface  de  Kummer  jouissant  de  la  propriété  précédenle  est  un 
tétraédroide;  M.  Klein  Ta  établi  (Math.  Annctlen,  t.  II,  p.  217),  et 
cela  résulterait  aisément  d  ailleurs  des  méthodes  générales  qui  vont 
être  développées. 

Cas  de  A  =  5. 

89.  La  relation  singulière  entre  les  périodes  peut  alors  se  ramener 
(  n"  12)  au  type 

-g  +  h  +  g=.o, 
c'est-à-dire  que 

a  =  -  I ,  |îi  =  1 ,  7  =  1- 

La  quantité  0  est  ici 

è  =  r-+'^hl+v^(k-  =  l'-^kl^    Ir. 

Les  valeurs  /  =  i ,  A  =  i  sont  telles  ([uc 

2/  +  ji/i  >  \Â  mod  A  ; 

il  y  a  donc  (n"  29)  des  fondions  inlermédiaires  singulières  dindices 
I .  I  :  pour  ces  \aleurs  de  /  et  A',  0  prend  la  \ali'ui-  1  ;  par  suite  (m"  iîi), 
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il  existe  une  fonction  intermédiaire  normale,  de  caracti-ristiqui' 
donnée  quelconque  et  d'indices  i,  i;  cette  fonction  est  soit  paire,  soit 
impaire,  selon  la  caractéristique.  A  une  des  seize  fonctions  ainsi  dé- 
finies correspond,  sur  la  surface  de  Kummer  ^,  une  courbe  d'ordre 
il -~-  3/r,  ou  trois  ('n"50):  passant  par  .s/r  points  doublesde  i^('n"(>l  ) 
et  unicuvsale  (n"  72)  :  ainsi,  dans  le  cas  de  A  =  5,  la  surface  de  Kummer 
admet  seize  cubiques  gauches,  dont  chacune  passe  par  six  points 
doubles,  et  qui  se  déduisent  de  l'une  d'elles  (n°  46)  par  l'addition  de 
demi-périodes  aux  arguments  hj-pereliijîtiques  ?/,  c. 

Il  y  a  d'ailleurs  sur  &  seize  auti-es  cubiques  gauches,  qui  corres- 
pondent aux  indices  /  =  2,  /v  =  ~  i ,  pour  lesquels  on  a  encore  o  =  i 
et  2/  -f-  ^/r  =  3  ;  les  Tableaux  du  n"  60  permettent  d'étudier,  avec  la 
plus  grande  facilité,  la  disposition  six  à  six  des  seize  points  doubles 
sur  les  trente-deux  cubiques;  nous  n'insisterons  pas  sur  ce  point. 

Parmi  les  seize  cubiques  de  chaque  groupe,  six  passent  par  le  point 
double  (11')  (n"  61).  La  cujjique  qui  répond  aux  indices  i,  1  et  à  la 
caractéristique  nulle  ne  passe  pas  par  ce  point;  elle  contient  (  n°  60j 
les  points  (24'),  (44')'  (^3'),  (32'),  (34'))  (4i'):  pour  en  déduire  une 
des  cubicpies  passant  par  (i  1'),  il  suffit  d'ajouter  la  demi-période  qui 
correspond  à  s  =  o,  £'=  r,  A  =  i,  X'  =  o;  car  le  nouveau  groupe  de 
six  points  doubles  se  déduit  du  précédent  en  permutant  i  et  4,  2  et  3 
dans  les  syndioles  ci-dessus  (n°  55),  ce  qui  donne  les  points 

(34'),     (i4'),     (33'),     (22'),     (24),     (-l'V 

90.  Projetons  maintenant  cette  seconde  cubi(iue  sur  le  plan  II  à 
partir  de  (i  i'),  la  perspective  est  une  conique  S  qui  passe  par  les  cin(i 
points  de  la  figure  (F)  marqués  (34'),(i4')i(33'),(22')  (24').  '^t  qui 
est  inscrite  au  svstème  des  six  droites  de  la  figure.  Comme  les  cinc] 
points  indiqués  sont  des  points  doubles  de  ce  système  et, qu'ils  sont 
les  sommets  d'un  pentagone  formé  par  cinq  des  six  droites  (roii-  la 
figure),  la  conique  1  doit  toucher  la  sixième  droite  4  i'- 

Nous  obtenons  ainsi  une  propriété  simple  des  six  plans  singuliers 
de  &  qui  passent  par  le  point  double  (i  i'),  dans  ie  cas  où  les  périodes 
des  fonctions  abéliennes  correspondantes  vérifieiil  une  relalion  singu- 
lière d'invaiiant  5  : 
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Les  six  points  doubles  situés  sur  une  me/ne  conique  de  la  sui-face 
de  Kummer  singulière  qui  répond  à  A  =;  5,  sont  tels  qu'il  existe  une 
conique  passant  par  l'un  d'eux  et  inscrite  à  un  pentagone  formé 
par  les  cinq  autres. 

91.  Réciproquement,  montrons  que  si  cette  condition  ou  la  con- 
dition corrélative  est  satisfaite,  la  surface  de  Kummer  est  nécessai- 
rement singulière,  et  c|ue  l'invariant  correspondant  est  5. 

92.  L'hypothèse  est  qu'il  existe,  dans  le  plan  H,  une  conique  S, 
tangente  à  une  des  six  droites  de  la  figure  (F),  et  circonscrite  à  un  des 
pentagones  formés  par  les  cinq  autres;  je  dis  que  le  cône  qui  a  pour 
base  la  conique  Z  et  pour  sommet  le  point  (i  i')  coupe  la  surface  de 
Kummer  ^  suivant  deux  courbes  distinctes.  Soit,  en  effet,  M  =  o 
l'équation  d'une  cubique  cjuelconque  du  plan  H,  passant  par  les  cinq 
sommets  du  pentagone  précédent  et  par  le  point  de  contact  q  de  la 
eonicpie  1  avec  la  sixième  droite;  en  désignant  toujours  par  P,  =o,  ..., 
1%  =  o  les  éc|uations  des  six  droites,  la  courbe  d'ordre  six 

P,l\...l\  -  0M-  =  o, 

on  0  est  un  paramètre  quelconque,  a  évidemment  pour  points  doubles 
les  cinq  sommets  du  pentagone,  et  touche  la  sixième  droite  au  point  ^. 
Cette  cour])e  a  ainsi,  avec  la  conique  S,  douze  intersections  (jui  sont 
fixes  quand  0  varie;  si  0  est  choisi  de  manière  qu'elle  jiasse  par  un 
nouveau  point  de  S,  elle  se  décomposera  en  deux  courbes,  dont  l'une 
est  YL,  de  sorte  qu'on  aura  identiquement 

ce  ([ui  démontre  bien  (n"  8o)  (jue  le  cône  tin  second  ordre  de  sommet 
(II)  (H  de  base  X  coupe  &  suivant  deux  courbes  distinctes,  C  et  C. 

La  conique  2  passe  par  cinq  des  points  de  rencontre  des  six  droites 
de  la  figure  (F)  :  les  deux  courbes  C  et  C  passent  donc,  sim|iliiiiiiil 
chacune,  par  cinq  points  doubles  de  &.  et  ne  passent  par  aucun  autre 
|)oint  double,  sauf  peut-être  le  point  (ii')-  l^lles  passent  nécessai- 
rement |)ar  ce  point,  (pii  est  d'ordre  de  miilli]ilicilt''  impiiirsui'  ciiaciuie 
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d'elles;  car,  en  vertu  des  résultats  des  n"^  58-6î>,  il  n'existe  pas  de 
courbe  algébrique  sur  une  surface  de  Kummer  passant  simplement 
par  cinq  points  doubles  seulement.  D'ailleurs  les  cinq  points  doubles 
en  question  et  le  point  (i  i')  ne  sont  pas  dans  un  même  plan  singulier 
de  &,  puisque  les  cinq  sommets  du  pentagone  auquel  la  conique  Z  est 
circonscrite  ne  sont  pas  sur  une  des  six  droites  de  la  figure  (F)  :  il  en 
résulte  que  M  admet  des  courbes  algébriques  passant,  avec  des  ordres 
impairs  de  multiplicité,  par  six  points  doubles  non  situés  dans  un 
même  plan,  ce  qui  ne  se  présente  pas  (n"  58)  pour  des  courbes  non 
singulières,  ni  pour  des  courbes  singulières  dont  l'indice  k  est  pair  : 
M  rsl  donc  une  sur/ace  de  Kummer  singulière,  et  les  seconds  indices 
A,  A'  relatifs  à  C  et  C  sont  impairs. 

95.   Soit  alors 

0(.g  -h  '^/i  ~\-  g'  =  o 

la  relation  singulière  cjui  correspond  à  ^;  désignons  par  /  et  k  les  in- 
dices de  C;  par2^  -f-  i  l'ordre  de  multiplicité  de  (ii')  sur  cette  courbe. 
Le  degré  de  C  est  2/  -t-  ^k  (n"  30);  son  genre  est  zéro,  car  elle  corres- 
pond point  par  point  à  sa  projection,  la  conique  S  ;  de  plus  elle  ne  peut 
évidemment  admettre  d'autre  point  multiple  que  (i  i').  On  a  alors,  en 
écrivant  que  la  projection  de  C  à  partir  de  (i  i')  est  d'ordre  deux,  et  en 
appliquant  la  formule  (16)  du  n"  7î>  sur  le  genre, 

o  =;  /-  -h  'ji k/  -\-  y. k-  —  S  -h  -2  —  -2 q ( q  -H  i  ). 
Ici  .9  =  3;  éliminant  y  entre  ces  relations,  on  trouve,   en  posant 

.  6  —  (2/-+- 3 A  —  4)- 

d'où,  nécessairement,  puiscpie  A'  doit  cire  impair  et  A  positif  de  lune 
des  formes  4N  ou  'i  N  -1-  i, 

A  =:    K  c.     Q.     F.     I). 

Jouin.  de  Afath.   (.'j-  siirlc),  loiiie  V.  —  K;isc.  UI,   1899.  -I' 
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94.  Équation  modulaire.  —  En  vertu  de  ce  qui  précède  et  du 
n°  86,  pour  exprimer  que  le  radical 


\l{x  —  a,)(a;'  —  a^). .  .(x  —  a^) 


conduit  à  des  fonctions  abêliennes  singulières  at(?c  l'iniariant  cinq, 
il  suffit  de  considérer  une  conicjue  dont  les  tangentes  correspondent 
dune  manière  univoque  à  un  paramètre,  et  d'écrire  quil  existe  une 
seconde  conique  touchant  la  tangente  de  paramètre  a^,  et  circonscrite 
à  un  pentagone  formé  par  les  tangentes  de  paramètres  a,  ,«2,03, «s, «5. 
prises  dans  un  ordre  quelconque. 

Pour  simplifier,  supposons  a^^  ac,  ce  qui  ne  diminue  pasla  généra- 
lité; le  radical  est  alors 


V  {X  —  a,  ){x  —  a.,). . .  {X  —  a-^): 


prenons  pour  conique  fondamentale  la  parabole  y  =  x'-,  dont  les  tan- 
gentes ont  pour  équation  générale 

^' -t- 2Ô.r -h  0- =  G, 

0  étant  un  paramètre  arbitraire;  à  0  =  x  correspond    la    droite  de 
l'infini. 

Pour  déterminer  le  pentagone,  prenons  les  cin(]  tangentes  (jui  coi- 
respondent  aux  valeurs  a,,  a.^,  ...,  «5  de  0,  dans  l'ordre  «,,  a.,,  a,, 
rtj,  Os;  il  s'agit  d'exprimer  que  la  conique  qui  passe  par  les  cinq  som- 


mets A,  B,  C,  D,  K  louche  la  droile  de  l'infini,   c'i'st-à-duo  est   iuk 
parabole. 
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Le  problème  iic  présente  aucune  difficulté,  et  voici  le  résultat  iinal  : 
Pour  que  le  radical 


\j{x  —  «,)(-r  —  a.^)(x  —  a.^){x  —  a.,)(x  —  a^) 

conduise  à  des  fonctions  abéliennes  dont  les  périodes  normales 
soient  liées  par  une  relation  singulière  d'invariant  cinq,  la  condi- 
tion est 

'\  [«'(«:. -  "'■•)  +  «^'(«i  —  «5)  +  «'(«5  —  ai)+  d](a,  —  a.,)  +  à\(a.,  -  «,  )] 

X  [«'(«3  — «.,)«2«3  +  «o(«i  —  a-^)a.,a,  + +  d'fa.,  —  a^)ata,\ 

--      \a](a^  —  a.Xa2-ha^)  -+-  a:(a.,  -  a-,)(a,  +  «,)  +  ...  +  o' (a., -  a.,)(a,  -+-  a,  )]- 

95.  Remarque.  —  Si  le  radical  était  pris  sous  la  forme  générale 


\j(x  —  a.,)(x  —  y..2)-  ■  -(x  —  a„),  on  passerait  de  ce  cas  au  précédent 
[)ar  la  substitution  t~  .  ^  .^  '  '^»  désignant  une  quelconque  des  six 
racines.  Les  racines  du  polynôme  du  cinquième  ordre  en  /  qui  figure 
maintenant  sous  le  radical  sont  ^  _^  ^  ^  (i  =  i,  2,  3,  4,  5),  et  il  suffit  de 
les  substituer  dans  un  ordre  quelconque,  aux  a,,  a.,,  . . .  a-  de  la  for- 
mule précédente  pour  avoir  la  condition  cherchée. 

î)(>.  Conséquences  géométriques.  —  Si  la  conique  Z  existe  dans 
le  plan  II,  on  vient  de  voir  que  la  surface  jlÀ  est  singulière  et  corres- 
pond à  l'invariant  cinq  :  outre  la  cubique  dont  la  perspective  est  S,  la 
surface  M  admet  on-e  autres  cubiques  passant  par  (i  1'),  (n°  89);  par 
suite  il  existe,  dans  le  plan  H,  onze  coniques  analogues  à  S,  c'est- 
à-dire  tangentes  à  une  des  six  droites  de  la  figure  (F)  et  circonscrites  à 
un  pentagone  formé  par  les  cinq  autres  droites. 

Les  Tableaux  et  les  résultats  du  n°  60  permettent  d'étudier  la  dis- 
position des  points  doubles  de  M  sur  les  onze  nouvelles  cubiques,  c'est- 
à-dire  la  disposition  des  pentagones  inscrits  aux  onze  nouvelles 
coniques  du  plan  II;  on  arrive  ainsi  à  un  théorème  de  Géométrie  élé- 
mentaire, qu'il  est  intéressant  de  rattacher  aux  fonctions  abéliennes, 
et  que  nous  énonçons  sous  sa  forme  corrélative  : 
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Soient  a,  h,  c,  d,  c,  f  six  points  d'une  conique  :  s'il  existe  une 
conique  passant  par  f  et  inscrite  au  pentagone  dont  les  sommets 
successifs  sont  a,  h,  c,  d,  e,  il  existera  une  autre  conique  passant 
par  a  et  inscrite  au  pentagone  dont  les  sommets  successifs  sont  f, 
c,  h,  e,  d. 

Comme  a  est  un  quelconque  des  sommets  du  premier  pentagone,  on 
obtient  ainsi  non  pas  une,  mais  cinq  coniques  nouvelles;  ces  cinq  coni- 
ques et  la  conique  inscrite  au  premier  pentagone  sont  les  perspectives 
des  six  cubiques  d'un  même  groupe  (  n"  89)  qui  passent  par  le  point  (  1 1  '  )■ 

Les  six  cubicpies  de  l'autre  groupe  ont  pour  projection  six  coniques 
définies  par  la  propriété  suivante,  qui  est  connue  d'ailleurs  par  les 
théorèmes  de  Poncelet  : 

Soient  a,  b,  c,  d,  e,  f  six  points  d'une  conique  :  s'il  existe  une 
conique  passant  par  f  et  inscrite  au  pentagone  dont  les  sommets 
successifs  sont  a,  b,  c,  d,  e,  il  existera  une  autre  conique  passant 
également  par  f  et  inscrite  au  pentagone  dont  les  sommets  succes- 
sifs sont  a,  c,  e,  b,  d. 

A  chacune  des  six  premièi'es  conicjues  correspond  ainsi  une  des  six 
coniques  du  second  groupe. 

Cas  de  A  =  8. 

97.  La  relation  singulière  entre  les  périodes  peut  se  ramener  à  la 
forme  (n"  12) 

par  suite 

a  =  —  2,  ^  =  o,  T  =  '' 

et 

0  =  /-  —   2  /»■'- . 

Les  valeurs  /^=2,  /r  =  r  convicnncnl  pour  indices  i\('  fonctions 
intermédiaires  singulières  (n"  29)  et  donnent  0  =  2.  11  existe  donc 

(  n"  42)  - — ^)  c'est-à-dire  deux  fonctions  normales,  de  caractéristique 
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mille,  cl  d'indices  2,1;  géométriquemenl,  on  peut  ainsi  tracer  sur  la 
surface  de  Kummer  M  une  série  simplement  infinie  de  courbes  d'ordre 
2/,  c'est-à-dire  d'ordre  quatre  :  ces  courbes  passent  par  les  quatre 
points  doubles  de  M  dont  les  symboles  sont  (n°  (>3) 

(32'),     (34'),     (42'),     (44'); 

elles  sont  de  genre  un  (n"  72). 

Pour  l  =:  a,  k  ^  —  i  et  la  caractéristique  nulle,  on  obtient  de  même 
une  seconde  série  simplement  infinie  de  biquadratiques  gauches  (de 
genre  a/i)  passant  parles  quatre  mêmes  points,  et  l'on  voit  sans  diffi- 
culté qu'une  biquadratique  quelconque  de  la  première  série  et  une 
cjuelconque  de  la  seconde  sont  sur  une  surface  du  second  ordre. 

A  chacune  des  tj-ois  autres  caractéristiques  remarquables  (n"*  45 
et  65)  correspondent  de  même  (pour  /  =  2,  A'  ^  ±  i)  deux  séries  de 
biquadratiques,  passant  toutes  par  quatre  mêmes  points  doubles  de  ^, 
qui  sont  ici,  pour  chaque  caractéristique  : 

(3i'),  (33'),  (4.'),  (43'), 
(12'),  (i4'),  (22'),  (24'), 
(!.'),     (i3'),     (21'),     (23'). 

Parmi  les  biquadratiques  de  l'une  des  séries  qui  passent  par  (02'). 
(34'),  (42'),  (44'),  il  en  est  une  qui  passe  par  (i  i')  et  qui  y  a  néces- 
sairement un  point  double  (n°  74);  sa  perspective  sur  le  plan  II,  à 
partir  de  (i  i'),  est  une  conique  1  passant  par  les  quatre  points  de  la 
figure  (F)  marqués  (82'),  (34'),  (4^'),  (44')  et  inscrite  au  système  des 
six  droites  de  cette  figure  :  comme  les  quatre  points  indiqués  sont  les 
sommets  du  quadrilatère  formé  par  les  droites  3r',  12',  4i',  i  {  .  la 
conique  1  touche  les  deux  autres  droites  i3'  et  21'.  Donc,  corrélalive- 
ment  : 

Les  sur  points  doubles  situés  sur  une  même  conique  de  la  surface 
de  Kummer  singulière  qui  répond  à  1  =  8  sont  tels  qu'il  existe  une 
conique  passant  par  de u.c  d'entre  eux  et  inscrite  à  un  quadrilatcrv 
formé  par  les  quatre  autres. 
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98.  Récipi'oquement,  on  établit  comme  au  n°  92  que  si  cette  con- 
dition est  vérifiée,  c'est-à-dire  si  la  conique  2  existe,  le  cône  qui  a  (  1 1') 
pour  sommet  et  S  pour  base  coupe  ^  suivant  deux  courbes  distinctes, 
G  etc. 

Ces  courbes,  en  vertu  de  Thypothèse,  passent,  simplement  chacune, 
par  les  quatre  points  doubles  de  ^  de  symboles  (32'),  (34),  (42), 
(44')>  et  ne  passent  par  aucun  autre  point  double,  sauf,  peut-être,  par 

(II')- 

Il  n'y  a,  sur  aucune  surface  de  Kummer,  de  courbe  algébrique  pas- 
sant simplement  (ou  avec  des  ordres  de  multiplicité  impairs)  par  cinq 
points  doubles  (n"^  58-65),  il  faut  donc  que  (i  i')  soit,  sur  C  et  C,  un 
point  de  multiplicité  paire  (l'ordre  zéro  pouvant  convenir);  enfin 
comme  une  surface  de  Kumnicr  non  singulière  n'admet  pas  de  courbe 
algébrique  passant  simplement  par  quatre  points  doubles  (n"  08), 
iiest  nécessairement  une  surface  singulière,  et  les  courbes  C,C'  sont 
des  courbes  singulières.  Leur  genre  est  zéro,  puisque  chacune  corres- 
pond point  par  point  à  sa  projection,  la  conique  1;  les  indices  h  qui 
leur  correspondent  sont  impairs  (n°  08). 

Soit  alors  oLg  -+-  !3/i  -^  g' ^  o  la  relation  singulière  qui  correspond 
à  ^;  désignons  par  /  et  k  les  indices  de  la  courbe  C,  par  2/'  l'ordre  de 
multiplicité  sur  cette  courbe  du  point  (n'),  qui  est  évidemment  son 
seul  point  singulier.  On  a,  en  écrivant  les  formules  relatives  au  degré 
et  au  genre  de  C,  comme  au  n*^  93, 

2  =  2/+;iA  — 27-, 

o  =  ^  [P  +  ^A/  -K  y.k^  ^s-:2\-r\ 

Ici  .s  =  2;  réliminalion  de  /■  entre  ces  équations  donne,  en  posant 
toujours  A  ==  ji"  —  4  3'-, 

.,  _  8-(2/-t-pA-4)- 
•^^  T'  ' 

et  comme  A  doit  être  entier,  positif  de  lune  des  formes  \  N  ou  4  N  h-  i , 

et  que  A-  est  impair,  les  seules  valeurs  admissibles  sont  A  =  8  et  A  =  4- 

Ainsi,  la  condition  énoncée  plus  haut,  c'est-à-dire  l'oxislence  do  la 
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conique  S,  entraîne,  pour  la  surface  de  Kummer  considérée,  la  néces- 
sité d'être  singulière  avec  l'invariant  4  ou  l'invariant  8;  en  traduisant 
analytiquement  cette  condition,  on  trouvera  donc  à  la  fois  les  équations 
modulaires  pour  A  =  4  et  pour  A  =  8. 

99.  Équation  modulaire.    —   Pour  l'obtenir,  prenons  le  radical 
fondamental  sous  la  forme 


s/x(x  —  a,)  (x  —  a.,  )  (x  —  «3  )  (x'  —  a,,  )  ; 

considérons  la  parabole/  =  x''  et  les  six  tangentes 

y  -h  2  0a,-  -t-  0-  =  o, 

qui  correspondent  aux  valeurs  se,  o,  a,^a.,,a^,  a,  de  0  :  il  faut  exprimer, 
d'après  ce  qui  précède,  qu'il  existe  une  conique  circonscrite  au  quadri- 
latère formé  par  les  quatre  dernières  tangentes,  prises  dans  l'ordre 
a,,  a.,  «a,/?/,,  et  touchant  les  deux  premières,  à  savoir  la  droite  de  l'infini 
et  la  droite 7  =  o.  Le  calcul  ne  présente  aucune  difficulté;  on  trouve 
en  facteur  la  quantité  (a,  «3  —  a,a,,)',  qui,  égalée  à  zéro,  exprime 
que  les  six  tangentes  forment  trois  couples  (o,cc;  a,,  «a;  «2,  «0  *^" 
involution  :  c'est  l'équation  tnoihdaire  du  télraédroïdc  (n"  88). 
L'autre  facteur  obtenu  est  l'équation  modulaire  pour  A  =  8,  d'où  le 
théorème  : 


Pour  que  le  radical  sjxi^x  —  a,  )  (x-.—  a.,){x  —  «3)  (x  —  a,)  con- 
duise à  des  fonctions  ahéliennes  dont  les  périodes  normales  soient 
liées  par  une  relation  singulière  d'invariant  huit,  la  condition  est 

4a,a2a3ai[(a,  -H«;,)(«2  +  «■,)  —  2cr,«3—  2a,«,]- 
=  («.  —  a,)^(fl!,  — a., )-(«,«:,  4- rtof/i)'. 

100.  Remarque.  —  On  en  déduirait  sans  difficulté,  comme  au 
n°  95,  la  formule  correspondante,  lorsque  le  polynôme  sous  le  radical 
est  du  sixième  degré,  et  de  racines  a,,  a^,  . . .,  a„. 


328  G.     HUMBERT. 

101.  Conséquences  géométriques.  —  En  considéranl  les  autres 
séries  de  biquadratiques  qui  passent  simplement  par  quatre  points 
doubles  de  M  (n°97)  autres  que  (i  i),  on  obtient,  en  tout.,  six  de  ces 
biquadratiques  ayant  un  point  double  en(]  i');  on  voit  de  suite  qu'elles 
sont  deux  à  deux  sur  trois  cônes  du  second  ordre  ayant  (ir)pour 
sommet;  il  y  a  dès  lors  dans  le  plan  H  trois  coniques  S,  sections  de 
ces  trois  cônes  par  le  plan.  En  se  reportant  au  Tableau  des  points 
doubles  par  lesquels  passent  les  biquadratiques  et  en  raisonnant  comme 
au  n°  96,  on  arrive  à  cette  proposition  élémentaire  : 

Soient,  sur  une  conique,  trois  couples  de  points  non  en  im-olution; 
s'il  existe  une  conique  passant  par  les  points  d'u/i  des  couples  et 
inscrite  au  quadrilatère  qui  a  pour  sommets  opposés  les  points 
de  chacun  des  deux  autres  couples,  il  existera  deux  autres  co- 
niques analogues  qu'on  obtient  par  la  permutation  des  trois 
couples. 

Ce  théorème  est  d'ailleurs  bien  facile  à  établir  directement;  il  est 
curieux  de  le  voir  lié  aux  propriétés  d'une  surface  de  Kummer  singu- 
lière. 

102.  Remarque.  —  Ilconvient  dera[)prochcr  des  résultats  obtenus 
dans  les  cas  de  A  :=  5  et  A  ^  8  une  proposition  que  nous  avons  établie 
ailleurs  (' )  pour  le  cas  elliptique  de  A  =  (). 

Si  A  =  9,  la  surface  de  Kummer  correspondante  admet  (n"  80) 
deux  groupes  de  quatre  cubiques  gauches,  passant  chacune  par  quatre 
points  doubles  ;  dans  chaque  groupe,  une  cubique,  et  une  seule,  passe 
par  un  point  double  donné  de  ^,  (i  i)  par  exemple.  En  la  projetant 
sur  le  plan  11  à  partir  de  ce  point,  on  obtient  une  conique  2,  inscrite 
au  triangle  formé  par  trois  des  droites  de  la  figure  (F)  et  circonscrite 
au  triangle  formé  par  les  trois  autres.  On  démontre  sans  difficulté 
que,  réciproquement,  si  la  conique  ^  existe,  la  surface  de  Kummer  est 
singulière  et  répond  à  l'invariant  neuf.  Ainsi,  par  corrélation  : 

(')  American  Journal  of  Matheniatics.  t.  XVI,  p.  9.38.  M.  O.  Holza  a  re- 
trouvé la  même  propriété  dans  un  Mémoire  des  Math.  Annalen;  il  a  bien  voulu, 
par  une  Note  pujjliée  ilan^  le  I.  LI  du  mému  Recueil,  recoimaître  noire  priorité 
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Les  six  points  doubles  situes  sur  une  même  conique  d'une  surface 
de  Kummer  singulière  qui  répond  à  A  =  g,  sont  tels  qu'il  existe 
une  conique  passant  par  trois  de  ces  points  et  inscrite  au  triangle 
forme  par  les  trois  autres.  Réciproquement,  cette  propriété  n'appar- 
tient quà  une  surface  de  Kummer  singulière  d'invariant  neuf. 

YJ" équation  modulaire  correspondante  se  décluil  de  là  avec  la  plus 
grande  facilité. 

Cas  général  d'un  invariant  A  pair. 

105.  Pour  former  l'équation  modulaire  dans  le  cas  d'un  invariant 
pair,  ou  pour  trouver  une  propriété  géométrique,  caractéristique  de 
ce  cas,  appartenant  aux  six  plans  singuliers  qui  passent  par  un  même 
point  double  de  la  surface  de  Kummer  correspondante  (n"  80),  on 
s'appuiera  sur  deux  propositions. 

Théorèmes  fondamentaux. 

104.  I.  Soit  une  surface  de  Kummer  ^,  jouissant  de  la  pro- 
priété suivante  : 

Les  six  droites  suivant  lesquelles  les  six  plans  singuliers  passant 
par  un  même  point  double  coupent  un  plan  quelconque  sont  telles 
qu'il  existe  un  système,  p  fois  infini,  de  courbesH,  indécomposables, 
de  genre  p  et  de  degré  2 À,  dont  chacune  passe  par  les  quatre 
sommets  d'un  quadrilatère  formé  par  quatre  des  six  droites  et 
touche,  partout  ailleurs,  les  six  droites  en  tous  les  points  où  elle 
les  rencontre  : 

i"  La  surface  M  est  singulière;  son  invariant  A  est  pair  cl  a  pour 
maximum 

(0  A  =  8(A=-p), 

A-  —  p  est  dès  lors  nécessairement  positif  ; 

2°  Réciproquement,  toute  surface  de  Kummer  singulière  dont 
l'invariant  est  de  la  forme  (i)  jouit  de  la  propriété  géométrique 
indiquée. 

Journ.  de  Matli.  (ô'  sirie),  tome  V.  —  Faso.  III,  i8f)().  l\'i. 
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IOd.  II.  Soit  uno  surf  ace  de  Kummcv  ^^  jouisnani  de  la  pro- 
priété suii^ante  : 

Les  six  droites  définies  plus  haut  peuient  se  répartir  en  trois 
couples,  de  telle  sorte  qu'il  existe  un  système,  p  fois  infini,  de 
courbes  1i,  indécomposables,  de  genre  p  et  de  degré  i\ -\- \ ,  dont 
chacune  passe  par  les  sommets  des  trois  couples  et  touche,  partout 
ailleurs,  les  six  droites  en  tous  les  points  oii  elle  les  rencontre  : 

I  °  La  surface  ^  est  singulière;  son  invariant  A  est  pair  et  a  pour 
m  a  ri  muni 

(2)  A=  i[2>.(A  +  i)- 2/7  +  1  j, 

A(À  -H  I)  —  /)  est  dès  lors  nécessairement  positif  ; 

■i"  Réciproquement,  toute  surface  de  Kuminer  singulière  dont 
V invariant  est  de  la  forme  {i)  jouit  de  la  propriété  géométrique 
indiquée. 

106.  Remarque .  —  Onpout  rcconnaitic  dircclcmcntquerexisloncc 
(les  courbes  2,  définies  ci-dessus,  entraîne  bien  une  relation  modulaire, 
c'est-à-dire  une  relation  entre  les  six  droites  de  la  figure  (F). 

Plaçons-nous,  par  exemple,  dans  le  cas  du  théorème  I  :  les  courbes 
2  sont  d'ordre  i\,  de  genre /j,  et  sont  soumises,  par  les  conditions  de 
passer  par  quatre  points  et  de  toucher  partout  ailleurs  les  six  droites, 
à  6  A  conditions.  Leur  équation  générale  doit  donc,  a  priori,  ren- 
fermer un  nombre  de  paran)ètres  égal  à 

j2A(2A  -h  3)  —  ^(aX  —  i)(2À  —  2  )  -t-p  —  ()A, 

c'est-à-dire  /J  —  i.  Or  l'hypothèse  est  que  ce  nond)rc  est  />,  ce  (pii 
établit  bien  une  relation  entre  les  six  droites. 

Un  calcul  analogue  s'applique  au  cas  du  théorème  II. 

Avant  de  donner  la  démonstration  des  théorèmes  fondamentaux, 
montrons  comment  on  peut  les  appliquer  à  la  formation  de  la  j)ropriclé 
caracléristi(pie  modulaire. 
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Équations  modulaires. 

107.  Pour  obtenir  réqualion  ou  la  propriété  géométrique  modu- 
laire qui  correspond  à  un  invariant  A  pair,  nous  distinguerons,  puisque 
A  est  multiple  de  4,  les  deux  cas  de 

A  =  8N         et         A  =  8N  +  4. 

108.  Supposons  obtenues  les  équations,  ou  propriétés  modulaires 
pour  tous  les  invariants  A  pairs,  jusqu'à  A  =  8N,  exclusuement. 

Faisons  dans  la  formule  (i)  A  =  8N,  ce  qui  donne 

N  =  A=  — /). 

Prenons,  pour'A,  le  plus  petit  entier  positif  dont  le  carré  atteigne 
ou  dépasse  N  ;  on  a  alors  p  par  la  formule 

Il  résulte  alors  du  théorème  fondamental  I  que,  pour  la  surface  de 
Kummer  singulière  d'invariant  8  N,  les  six  droites  de  la  figure  (F)  sont 
telles  qu'il  existe  un  système,  p  fois  infini,  de  courbes  Z,  d'ordre  i'l 
et  de  genre/?,  dont  chacune  passe  parles  quatre  sommets  d'un  quadri- 
latère formé  par  quatre  des  six  droites,  et  touche  ces  droites  en  tous 
les  autres  points  où  elle  les  rencontre. 

C'est  bien  là  une  propriété  des  six  droites,  c'est-à-dire  une  propricU- 
modulaire;  réciproquement,  en  vertu  du  théorème  I,  elle  ne  peut  appar- 
tenir en  outre  qu'à  des  surfaces  de  Kummer  singulières  d'invariants 
pairs,  et  inférieurs  à  8N.  Si  donc  on  traduit  analytiquemont  la  pro- 
priété précédente  (ce  qui  peut  se  faire  par  un  nombre  fini  d'opérations 
algébriques),  on  obtient,  non  seulement  l'équation  modulaire  pour 
A  =  8N,  mais  les  équations  modulaires  pour  certains  invariants  pairs 
plus  petits,  équations  qu'on  a  supposées  obtenues  au  préalable.  11  ne 
restera  donc  qu'à  débarrasser  l'équation  modulaire  complète  de  fac- 
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leurs  connus  d'avance,  pour  avoir,  sans  facteur  étranger,  léqualion 
modulaire  cherchée  relative  à  A  =  8N  (  '  ). 

109.  Supposons  de  même  obtenues  les  équations  modulaires  pour 
les  invariants  pairs  jusqu'à  A  =  8N  -t-  4,  exclusivement.  Parlons  cette 
fois  de  la  formule  (2)  où  nous  ferons  A  =  8N  -+-  4  : 

4N  +  r  =  (2A  +  i)=-4/'. 

Prenons,  pour  2X  +  1,  le  plus  petit  entier  impair  dont  le  carré 
atteigne  ou  dépasse  4i^^  +  '  ! /*  aura  la  valeur 

/)'=  A(X4-  I)  -  N. 

Alors,  par  le  théorème  fondamental  II,  pour  la  surface  de  Kummer 
singulière  d'invariant  8N  -t-  4,.  les  six  droites  de  la  figure  (F)  peuvent 
se  répartir  en  trois  couples,  de  manière  qu'il  existe  un  système  p  fois 
infini,  de  courbes  2,  de  genre  p  et  d'ordre  2X  +  i ,  dont  chacune  passe 
])ar  les  sommets  des  trois  couples  et  touche  en  A  points  chacune  des 
six  droites. 

C'est  là  une  propriété  modulaire  qui,  d'après  le  théorème  H,  ne 
peut  appartenir  en  outre  qu'à  des  surfaces  de  Kummer  singulières, 
d'invariants  pairs  cl  inférieurs  à  8N  +  4-  O"  voit  dès  lors,  comme  plus 
haut,  qu'on  pourra  obtenir,  débarrassée  de  facteurs  étrangers,  l'équa- 
lion  modulaire  pour  A  =  8  N  -1-  4- 

110.  Le  problème  de  la  formation  des  équations  modulaires,  dans 
le  cas  d'un  invariant  pair,  peut  donc  être  considéré  comme  résolu 
lliéoriquemeiil,  par  une  méthode  algébrique  qui  permet  d'opérer  de 
proche  en  proche  :  mais,  prallqucrnent,  la  solution  analytique  serait 
fort  difficile  à  obtenir,  même  dans  des  cas  très  simples,  à  cause  de  la 
longueur  des  calculs.  La  Géométrie  du  moins,  en  substituant  la  pro- 
priété modulaire  à  l'écjualion  algébriijue,  donne  une  idée  assez  nette 
du  résultat  :  nous  y  reviendrons  d'une  manière  plus  étendue  aux 
n     rii-151. 

(')  Nous  reviendrons  plus  loiii  (n"  131)  sur  les  facteurs  étrangers. 
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Il  nous  reste  maintenant  à  démontrer  les  théorèmes  fondamentaux. 

Démonstration  des  théorèmes  fondamentaux. 

m.  Lemme.  —  Une  courbe  singulière  tracée  sur  une  sur-face 
de  Kumnier  ne  peut  être  l'intersection  complète  de  cette  surface  et 
d'une  autre  surface. 

Car,  en  vertu  du  mode  même  de  représenta  lion  paramétrique 
(  n"  49),  Tintersection  complète  de  la  surface  de  Kummer  et  d'une 
surface  d'ordre  n  s'obtient  en  annulant  une  fonction  thêta,  normale, 
d'ordre  in  et  de  caractéristique  nulle  :  pour  une  intersection  com- 
plète, l'indice  h  est  donc  nul,  ce  qui  prouve  bien  qu'une  telle  coui'be 
nesl  jamais  singulière. 

112.  Corollaire.  —  Le  rayon,  qui  joint  à  un  point  double  de  la 
surface  de  Kummer  un  point  d'une  courbe  singulière,  ne  rencontre 
pas  constamment  la  courbe  en  un  second  point,  sinon  celle-ci  serait 
l'intersection  complète  avec  un  cône  ayant  le  point  double  pour  sommet. 

En  d'autres  termes,  la  projection  sur  le  plan  H,  à  partir  du  point 
double  (i  i'),  d'une  courbe  singulière  quelconque,  est  une  courbe  du 
même  genre,  inscrite  au  système  des  six  droites  de  la  figure  (F) 
(n°84). 

Démonstration  du  théorème  I. 

113.  Supposons  qu'il  existe,  dans  le  plan  II  de  la  ligure  (F),  d-es 
courbes  i^  d'ordre  2X,  de  genre  p,  en  nombre  p  fois  infini,  dont  cha- 
cune passe  par  les  quatre  sommets  d'un  quadrilatère  formé  par  quatre 
des  six  droites,  et  touche  partout  ailleurs  ces  six  droites  :  montrons 
d'abord  que  la  surface  de  Kummer  ^  est  singulière,  et,  pour  cela, 
établissons  que  le  cône,  qui  a  pour  sommet  le  point  double  (11)  el 
pour  base  une  quelconque  des  courbes  1,  coupe  iX  suivant  deux  courbes 
distinctes. 

114.  L'équation  générale  des  courbes  i  contient,  par  hypothèse,  p 
paramètres  :  p,,  0.,,  ....  s^,  sous  une  forme  évidemment  algébrique. 
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On  peut  toujours,  puisque  le  triangle  de  référence  est  arbitraire,  sup- 
poser que  l'équation  de  la  courbe  générale  Z  contient  un  terme  en  x^^ , 
de  sorte  que  cette  équation  est  de  la  forme 

(3)  I  =  x-^  +  V,  x-'^-'y  -+-  \.,x-''-'  z  -h  .  .  .  —  o, 

Y,,  Vo,  .  .  .  étant  des  fonctions  algébriques  des  paramètres  p. 

Soient  a;,  y,  z  un  point  d'une  courbe  Z,  de  paramètres p,,  p2, ...,  p^; 
X  -+-  dx,  y  +  dy,  z  -+-  dz  un  point,  voisin  du  premier,  sur  la  courbe  Z, 
de  paramètres  p,  +  t/p,,  .  .  . ,  p^-t-  f/p^;  on  a 

j    dz         j    dz        j    d^         I      àz  I      àZ 

dx-^ \-  dy  - — \-  dz-, \-  do^-^ h  ...  -I-  rtp„  :t—  =  o, 

dx  -^  Or  àz  '     opi  '  '^  àpp  ' 

quels  que  soient  dp,,  .  .  . ,  dpp.  Si  donc  (x,  y,  z)  est  un  point  double 
de  la  courbe  Z,  les  courbes 

...  dz  dz  dz 

^^^  5^  =  °'         ^  =  "'         •••'         J^  =  "' 

qui  sont  du  même  ordre,  l'k,  que  Z,  passent  par  ce  point  double  :  ce 
sont,  dès  lors,  des  courbes  adjointes  à  Z. 

D'après  la  théorie  des  enveloppes,  les  courbes  (4)  passent  par  les 
quatre  points  communs  à  toutes  les  courbes  Z  et  par  les  6X  —  4  points 
où  la  courbe  Z  =  o  touche  les  six  droites  de  la  figure  (F)  :  comme, 
d'une  manière  générale,  les  courbes  d'ordre  i\  adjointes  à  une  courbe 
du  même  ordre  et  de  genre  jd  coupent  celle-ci,  en  dehors  de  ses  points 
mulliples,  en  2(p  —  ')  +  *^ A  points,  on  voit  que  les  courbes 

/e\  rx    àZ         f.    dz  n     <)~ 

où  les  0,  sont  des  constantes  arbitraires,  coupent  la  courbe  Z  =  o  en 
2.(p  —  i)  -I-  6X  —  4  —  ((>X  —  4))  c'est-à-dire  en  2(p  —  i)  points  mo- 
biles. 

En  d'autres  termes,  les  courbes  (5)  découpent,  sur  la  courbe  Z  =  o, 
des  groupes  de  ■j.(p  —  i)  points  mobiles,  parnti  lesquels  p  —  i  sont 
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arbitraires,  puisque  réquation  (5)  renferme  p  —  i  constantes 'arbi- 
traires ('). 

Ces  groupes  de  points  appartiennent  donc,  sur  la  courbe  de  genre  yo, 
i;  =  o,  à  un  système  spécial,  dans  le  sens  de  MM.  Brill  et  Nœther  : 
d'ailleurs,  sur  une  courbe  de  genre  p  et  d'ordre  n,  le  seul  système 
spécial  de  2(^  —  1)  points  est  celui  que  découpent  les  adjointes  d'ordre 
«  —  3;  il  en  résulte  que  les  2(^0  —  i)  points  mobiles  où  une  quel- 
conque des  courbes  (5),  courbe  que  je  désignerai  par  M  =  o,  coupe 
la  courbe  2  =  o,  sont  sur  une  courbe  d'ordre  2 A—  3,  N  =  o,  adjointe 
à  2. 

Cela  posé,  soient  toujours  P,  =  o,  P^  =  0,  .  .  .,  1\  =  o  les  équations 
des  six  droites  fondamentales;  considérons  la  courbe,  d'ordre  4  A, 

(-)  N^P.P,  ...P„-OM==o, 

où  0  désigne  un  paramètre  variable,  et  clierchons  ceux  de  ses  points 
d'intersection  avec  S  qui  restent  fixes  quand  0  varie. 


(')  Poui'  mettre  ce  raisonnemenl  à  l'abri  de  tout  reproche,  il  faut  établir  (]ii"il 
n'existe  pas  à^identité  de  la  forme 

(6)  AS  +  A,—  +...+  A,,-— =0, 

les  .\,  étant  des  constantes  en  x,  y,  z,  c'est-à-dire  des  fonctions  des  p,.  On  voit 
d'abord  que   V  doit  être  nul,  puisque,  d'après  (3),  S  contient  un  terme  en  .i--' . 

nui  ne  figure  dans  aucune  des  fonctions  -r— ;   en  remplaçant  alors  2,   -r—,  ■  •  • 
'  àpi  "Pi 

par  leurs  valeurs  tirées  de  (3),  l'identité  donne  naissance  aux  identités  suivantes 

en  pi,  p,,  ■  ■  ■ ,  Pp  : 

A,-r— '    -t- .  .  .     h  A,, -y-    =0, 

à?i  à?p 

A,-j h... -H =  0, 

<ip, 


Ces  relations  prouvent  que  les  fonctions  V,-  sont  fonctions  de  /)  —  i  d'entre 
elles,  au  plus;  par  suite,  l'équation  (3)  de  S  ne  contiendrait  que  p  —  i  para- 
mètres, au  lieu  de  p,  comme  c'est  l'hypothèse.  11  n'existe  donc  aucune  identité  de 
la  forme  (6).  c.  q.  p.  n. 
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Les  courbes  M  =  o,  N  ^  o  étant  adjointes  à  X,  on  voit,  de  suite, 
que  les  points  singuliers  de  —  comptent,  dans  linterseclion  avec  les 
courbes  {'j),  pour 

2[2À(2A-3)-2(/)-l)]. 

De  plus,  les  quatre  sommets  du  quadrilatère  par  lesquels  passent 
toutes  les  courbes  1  et  les  2(p  —  i)  points  communs  aux  courbes 
M  ^  o,  N  =  o,  1  =  0,  sont  évidemment  des  points  doubles  des 
courbes  (7),  et  comptent  dès  lors  pour 

8  +  :U7j-i) 
intersections. 

Enfin,  les  courbes  {-)  touchent  évidemment  la  courbe  S  =  o  aux 
6\  —  4  points  où  celle-ci  est  tangente  aux  six  droites  P,=  o,  car  la 
courbe  M  =  o  passe  par  ces  points,  ainsi  qu'on  la  vu  plus  haut;  de  là 

12X-8 
nouvelles  intersections  fixes. 

On  trouve  ainsi,  au  total,  cjue  les  courbes  (7)  ont,  avec  2,  un  nombre 
d'intersections  fixes  égal  à 

!il(2'k  -3)-4(p  -  i)  +  8-^4(p-  i)  +  12X-8, 

c'est-à-dire  8}^-;  comme  Z  est  d'ordre  2Xet  les  courbes  (7)  d'ordre  4^, 
on  peut  déterminer  0  de  manière  que,  pour  6  =  ô„,  la  courbe  (7)  ait 
un  nouveau  point  de  rencontre  avec  S,  qu'elle  contiendra  dès  lors 
tout  entière;  on  aura  ainsi  identiquement 

(8)  \-'  P,  P,  .  .  .  P„  -  0„M=  =  SQ, 

ce  qui  prouve  bien  (n"  85)  que  le  cône  de  sommet  (  i  i')  et  de  base  I^ 
coupe  la  surface  ^  suivant  deux  courbes  algébriques  distinctes,  C  et  C, 
de  même  genre,  p,  que  la  courbe  1,  à  laquelle  elles  corres|)ondenl 
point  par  point. 

llo.  On  en  déduit  immédiatement  que  iX  est  singulière.  Vax  ellet, 
les  courbes  2  passant  simplement  par  quatre  des  points  communs  à 
deux  des  six  droites  de  la  figure  (F),  les  courbes  C  (et  C)  passent 
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toutes,  simplement,  par  quatre  points  doubles  de  M,  et  ne  passent  si- 
multanément par  aucun  autre  point  double,  le  point  (n')  pouvant 
être  excepté.  Comme  il  n'existe  pas,  sur  une  surface  de  Kummer  ordi- 
naire (n°'  38-66),  de  courbe  algébrique  passant  simplement  par  quatre 
points  doubles  et  ne  pouvant,  en  outre,  contenir  quu/i  autre  point 
double,  M  est  nécessairement  une  surface  singulière. 

116.  Détermination  de  L'invariant.  —  Les  courbes  C  étant  singu- 
lières et  passant  simplement  par  quatre  points  doubles,  leur  second 
indice  k  est  impair  et  le  point  (ii')  est,  sur  chacune  d'elles,  multiple 
d'ordre  pair,  27-,  /■  pouvant  être  nul  (n°*  o8  et  74).  Soit 

y.g-\-^^h+  g'  =  o 

la  relation  singulière  qui  correspond  à  la  surface  ^;  /  et  /f  étant  les 
indices  de  C,  le  degré  de  cette  courbe  est  (n*^  oO)  2/  -f-  j^A,  et  l'on  a, 
en  écrivant  que  la  perspective  2,  de  C,  à  partir  de  (i  i'),  est  de  degré 
2X: 

(9)  2X  =  2/-H  [i/i  —  ir, 

ce  qui  montre  que  ^k,  et  par  suite  p,  est  pair.  On  peut  donc  supposer 
(n°  12)  ^  =  o,  et  la  relation  singulière  sera 

-Wg  +  g'=o,  (N'>o) 

de  sorte  que,  par  (9) 

(10)  l  =  l-r. 

117.  Écrivons  maintenant  que  C  est  de  genre  p.  La  courbe  C  géné- 
rale a  un  point  multiple  d'ordre  2/-  en  (i  i');  elle  peut  avoir  d'autres 
points  multiples,  répondant  aux  points  multiples  de  sa  projection  2  : 
en  vertu  de  la  formule  (16)  du  n"  76  et  de  la  remarque  du  n"  77,  son 
genre  p  a  une  expression  de  la  forme 

(i.)  p  =  l^/._  N'A-) -/--/, 

le  terme  —  p'  (où  p'  =  o)  étant  relatif  aux  points  multiples  autres 

Journ.  de  Math.  (5*  série),  tome  V.  —  Fasc.  III,  1899.  4^ 
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que  (i  i'),  cl  aux  branches  confondues  cjue  peut  présenter  la  courbe  C 
en  ce  point. 

L'élimination  de  /■  entre  (lo)  et  (i  i)  donne 

et,  par  suite,  la  valeur  maximum  que  puisse  prendre  T invariant  4ÎN' 
est,  en  faisant  p'=  o,  1=  l'k,  k  =  i  (car  A:  est  impair), 

A=.8{r--p). 

C'est  précisément  ce  qu'il  s'agissait  d'établir,  conformément  à 
l'énoncé  du  théorème  I. 

118.  Il  reste,  pour  terminer  la  démonstivation  de  ce  théorème,  à 
montrer  que  toute  surface  de  Kummer^,  dont  l'invariant  est  8 (X-  —  /?), 
jouit  de  la  propriété  relative  aux  courbes  1,  c'est-à  dire  que  ces  courbes 
existent  dans  le  plan  de  la  figure  (F). 

Si  A  est  de  la  forme  8(X-  —  p),  la  relation  entre  les  périodes  peut 
être  supposée  du  type 

-  2(A--p)-+  -'=o. 

Considérons  les  indices  /  =  2  A,  A-  =  i  :  ils  sont  admissibles,  car  on 
vérifie  de  suite  (n"  29)  l'inégalité  nécessaire  et  suffisante 


2.l^\lA  mod  k ,  ou  4'k^2\2(X-  —  p)  . 

La  quantité  o,  qui  répond  à  ces  indices,  est 

.:  =  4A-^_  2(A^  -  p)  =  2(X^+  /;). 

Llle  est  paire.  Par  suite  (ii'"  i2  et  03),  il  existe  -(o  +  2)  fondions 

intermédiaires  normales,   d'indices  '2lK,  i ,    de   caractéristique  nulle, 
paires,  s'annulant  simplement  pour  les  (juatre  demi-périodes  (32), 

(34'),  (4-2'),  (44')- 

A  ces  fonctions  corres])ond,  sur  la  surface  de  Kumnier  iÀ.  une  famille 
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de  courbes  algébriques  d'ordre  4^  passant  simplement  par  (pialrc 
points  doubles  :  celles  d'entre  elles,  C.cjui  ont  en  (i  i')  un  point  mul- 
tiple d'ordre  2  A,  sont  (n°  78)  de  genre 

et  forment  un  système  linéaire  p  fois  infini. 

Les  projections  des  courbes  C,  à  partir  du  point  (i  r),  sur  le  plan 
de  la  figure  (F)  sont  donc  des  courbes  2,  de  degré  2  X,  de  genre  p,  for- 
mant un  système  p  fois  infini,  et  passant  toutes  simplement  par  les 
quatre  points  de  la  figure  marqués  (82'),  (34')j  (42'),  (44')»  points  qui 
sont  les  sommets  d'un  quadrilatère  formé  par  quatre  des  six  droites 
de  cette  figure.  Enfin  (n"'84  et  112)  les  courbes  2  touchent  les  six 
droites,  en  dehors  de  ces  points,  partout  où  elles  les  rencontrent. 

Cet  ensemble  de  propositions  constitue  la  seconde  et  dernière  partie 
du  théorème  fondamental  qu'il  s'agissait  d'établir  ('). 


Démonstration  du  théorème  II. 

119.  Elle  se  fait  d'une  manière  toute  pareille;  les  courbes  C  appar- 
tiennent alors  à  une  famille  de  courbes  passant  toutes  simplement  par 
(|uatre  points  doubles  de  ^,  parmi  lesquels  est  le  point  (Ji').  ÏVous 
n'insisterons  pas  sur  le  raisonnement,  qu'il  suffit  de  calquer  sur  le  pré- 
cédent. 

120.  Remarque .  —  Au  n°  114  nous  avons  supposé  implicitement 
que  p  n'est  pas  nul,  c'est-à-dire  que  la  courbe  2  n'est  pas  unicursale. 
Si  p  ^  o,  le  raisonnement  fait  pour  établir  l'identité  (8) 

(8)  n-p,...Po-o„m==i:q 


(')  Les  courbes  C  formant  un  système  linéaire  sur  &,  les  courbes  S,  dans  le 
plan  n,  forment  un  système  du  second  ordre,  c'est-à-dire  que  les  paramètres 
variables  p,,  i,.  .  .  . ,  p,,  figurent  au  second  ordre  dans  l'équation  générale  de  ces 
courbes. 
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ne  s'applique  plus,  mais  il  est  bien  facile  de  lui  en  substituer  un 
autre. 

L'hypotbèse  est  qu'il  existe  une  courbe  2,  de  genre  zéro,  passant 
par  les  quatre  sommets  d'un  quadrilatère  formé  par  quatre  des  six 
droites  P,=  o  et  touchant  ces  six  droites  partout  ailleurs. 

Pour  démontrer  l'identité  (8),  il  suffit  d'établir  qu'en  chaque  point 

de  2,  la  fonction  F,  F, . .  .Pg  est  le  carré  d'une  fonction  rationnelle  ^ 

des  coordonnées.  Or,  supposons  les  coordonnées  homogènes,  x^y,  z 
d'un  point  de  2,  exprimées  en  fonction  rationnelle  entière  d'un  para- 
mètre /,  une  seule  valeur  du  paramètre  répondant  à  chaque  point  : 
tout  polynôme  en/,  o{t),  sera  rationnel  en  x,  y,  z.  D'ailleurs,  en  tout 
point  de  S,  F, F.,. .  .F^  est  un  polynôme  en  t,  et  ce  polynôme  est  un 
carré  parfait,  puisque,  en  vertu  des  hypothèses  géométriques,  ses 
racines  sont  deux  à  deux  égales  :  on  a  donc,  en  tout  point  de  S, 


F,  F., 


=  ?'(0=  [^(-^''7»-)]'' 


Cas  général  d'un  invariant  A  impair. 

121.  Nous  énoncerons,  sans  démonstration,  les  doux  théorèmes 
fondamentaux  qui  permettent  de  former  l'équation  modulaire;  les 
explications  données  aux  n"*  115-120  et  celles  des  n"'  92-93  relatives 
à  A  =  5,  permettront  de  reconstituer  les  i-aisonnements  sans  aucune 
difficulté. 

122.  I.  Soit  une  surface  de  Kiiminer  ^  jouissant  de  la  propriété 
suivante  : 

Les  six  droites  suivant  lesquelles  les  six  plans  si/i^uliers  j)assa/it 
par  un  même  point  double  coupent  un  plan  quelconque  sont  telles 
qu'il  existe  un  système  p  fois  infini  de  courbes  i  indécomposables, 
de  genre  p  et  de  degré  i\,  dont  chacune  passe  par  les  sommets 
d'un  triangle  formé  par  trois  des  six  droites,  et  touche,  partout 
ailleurs,  ces  six  droites  en  tous  les  points  où  elle  les  rencontre  : 

i"  La  su/ face  M  est  singulière;  sou  im  aria  ut  A  est  impair  ri  a 
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pour  maximum 

(12)  A=8(A--p)  +  i; 

2°  Réciproquement,  toute  surface  de  Kummer  singulière  dont 
l'invariant  est  de  la  forme  (12)  jouit  de  la  propriété  géométrique 
indiquée. 

II.  Soit  une  surface  de  Kummer  ^  jouissant  de  la  propriété 
suivante  : 

Les  six  droites  définies  plus  haut  sont  telles  qu'il  existe  un  sys- 
tème p  fois  infini  de  courbes  Z  de  genre  p  et  de  degré  2X,  dont 
chacune  passe  par  les  cinq  sommets  d'un  pentagone  formé  par  cinq 
des  six  droites  et  touche,  partout  ailleurs,  ces  six  droites  en  tous  les 
points  où  elle  les  rencontre  : 

1°  La  surface  M  est  singulière,  son  invariant  A  est  impair  et  a 
pour  maximum 

(i3)  A  =  8(À-^-/j)-3; 

2°  Réciproquement,  toute  surface  de  liummer  singulière  dont 
l'invariant  est  de  la  forme  (i3)  jouit  de  la  propriété  géométrique 
indiquée. 

Équations  modulaires. 

125.  Les  deux  valeurs  (12)  et  (i3)  de  A  sont  respectivement  des 
formes  8N  +  i  et  8N  +  5,  qui  sont  les  deux  formes  que  peut  prendre 
un  invariant  impair  4P  -f-  i  ;  on  en  conclut,  comme  aux  n"'  107-lOJ), 
(pi'on  pourra  lliéoriquement  former  de  proche  en  proche  Féquation 
modulaire  cpii  répond  à  un  invariant  impair  quelconcpie. 

Propriétés  modulaires  générales. 

I2i.  Les  théorèmes  qui  nous  ont  servi  à  former  les  équations 
modulaires  sont  des  cas  particuliers  d'une  proposition  plus  étendue, 
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qu'on  peut  employer  au  même  but  et  qui  permet  de  simplifier  souvent, 
en  pratique,  les  calculs  indiqués  précédemment. 

125.  Reprenons  le  plan  de  la  ligure  (F),  et  supposons  qu'il  existe 
dans  ce  plan  des  courbes  1,  de  degré  d,  de  genre  p,  formant  un  sys- 
tème p  fois  infini,  et  jouissant  des  propriétés  suivantes  : 

1°  Elles  passent  simplement,  ou  avec  des  ordres  impairs  de  multi- 
plicité, 2ç,  -t-  1,  2q.,-h  I,  .  . .  par  n  des  quinze  points  de  rencontre  des 
six  droites  de  la  figure  deux  à  deux  :  pour  mettre  en  évidence  la  parité 
de  n,  nous  écrirons  «  ^  2v  +  y],  y)  étant  o  ou  i  ; 

2°  Elles  passent,  avec  des  ordres  de  multiplicité  pairs,  2/-,,  2^0,  . . . 
par  d'autres  de  ces  quinze  points  :  tous  ces  points  multiples,  aussi 
bien  que  les  précédents,  étant  à  branches  distinctes  ; 

3"  En  dehors  de  ces  points  multiples  fixes,  elles  n'ont  que  des  points 
doubles  ordinaires,  dont  aucun,  pour  la  courbe  1  générale,  n'est  sur  la 
conique  que  touchent  les  six  droites  (  '  )  ; 

4"  Elles  touchent  les  six  droites  en  tous  les  points  où  elles  les  ren- 
contrent, les  points  communs  à  deux  des  droites  exceptés. 

120.  On  démontre,  comme  au  n"  1 1  i,  (jue  le  cône  qui  a  pour 
sommet  (i  i')  et  pour  base  une  courbe  X  quelconque,  coupe  la  surface 
de  Kummer  M  suivant  deux  courbes  distinctes  C  et  C.  Il  est  clair  que 
les  courbes  C  et  C  sont  de  genre  p,  et  admettent  chacune  pour  points 
multiples  d'ordres  respectifs 

■3^,  +  i,      2y.-f-i,      ...:      ir,,      2r,,      .  .  ., 

les  points  doubles  de  &  qui  ont  pour  projections  les  points  multiples 
fixes  des  courbes  S  :  ces  points  multiples  de  l'espace  sont,  pour  C  et  C, 
à  branches  distinctes. 

Les  courbes  G  et  C  passent  ainsi,  avec  des  ordres  impairs  de  multi- 
plicité, par  2v  -I-  r,  points  doubles  de  &,  et   peut-être   aussi   par   le 


(')  Ces  restrictions  ne  figuraient  pas  dans  les  énoncés  des  théorèmes  fonda- 
mentaux, qui  sont  absolument  généraux  et  conduisent  dès  lors,  sans  obstacle 
possible,  aux.  équations  modulaires.  C'est  pour  cette  raison  que  nous  avons  établi 
séparément  ces  théorèmes. 
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point  (i  i').  SI  -q  —  o,  (i  i')  csl  un  point  d'ordre  pair;  si  ■/]  =  i,  d'ordre 
impair,  car,  d'après  les  n"^  08-66,  le  nombre  total  des  points  doubles 
de  M,  par  lesquels  passe  une  courbe  alj^^ébrique  avec  des  ordres 
impairs,  est  pair  :  dans  tous  les  cas,  on  peut  donc  dire  que  (n')  est, 
sur  les  courbes  C  (ou  C),  un  point  multiple  d'ordre  2m  +  7],  et  que 
ces  courbes  ont  des  points  d'ordre  impair  en  2(v  +  yj)  points  doubles 
de  M.  Ces  2(v  +  •/])  points  forment  nécessairement  un  des  groupes  de 
quatre,  six,  huit,  dix,  douze  ou  seize  points  rencontres  aux  n"'  08-66, 
et  l'on  reconnaît  de  suite,  en  se  reportant  à  la  figure  (F)  et  la  notation 
des  points  doubles,  si  ce  groupe  répond  à  une  valeur  paire  ou  impaire 
de  l'indice  />. 

Ainsi,  la  seule  configuration  des  points  fixes  d'ordre  impair  des 
courbes  1  donne  la  parité  de  l'indice  k  qui  correspond  aux  courbes  C 
(ou  C),  et  cette  configuration  n'est  pas  arbitraire. 

Je  dis  maintenant  que  le  point  (ii')  est  multiple  à  branches  dis- 
tinctes sur  C  et  C  :  il  suffit  évidemment  d'établir  que  le  cône  de 
sommet  (11')  et  de  base  1  coupe,  suivant  des  génératrices  distinctes,  le 
cône  des  tangentes  de  ^  au  point  (11'),  ou,  ce  qui  revient  au  même, 
que  la  conique  touchée  par  les  six  droites  de  la  figure  (F)  ne  passe  par 
aucun  point  multiple  de  1  et  ne  touche  pas  1. 

Or,  par  hypothèse,  la  courbe  générale  I  n'a  aucun  point  multiple 
sur  la  conique;  tout  revient  à  démontrer  que  les  courbes 2  ne  touchent 
pas  toutes  la  conique. 

S'il  en  était  ainsi,  les  courbes  -rf  =  o  (en  gardant  les  notations  du 

n"  114)  passeraient  par  les  points  de  contact  de  la  conicpie  et  de  la 
courbe  2  de  paramètres  p,-  :  les  courbes 

0,  y-  -4-0,^  +...+  f)p-^  =0 
opi  0?,  '^  Oop 

couperaient  alors  "L  en  moins  de  ^{p  —.1)  points  molnles,  ce  qui  est 
impossible,  car  il  n'y  a  pas,  sur  une  courbe  de  genre  /?,  de  système  de 
groupes  de  moins  de  2(/?  — 1)  points  ayant  une  uiulti[)licité  égaie 

Enfin,  comme  points  multiples  mobiles,  les  courl)es  (.  ne  peuvent 
avoir  que  des  points  douljles  répondant  aux  points  douilles  de  leur 
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projection  1;  mais  il  n'est  pas  nécessaire  évidemment  qu'à  un  point 
double  de  2  corresponde  un  point  double  de  C.  Si  donc  p'  est  le 
nombre  des  points  doubles  mobiles  des  courbes  C,  p'  sera  au  plus  égal 
au  nombre  des  points  doubles  mobiles  des  S. 

127.  Cela  posé,  soit 

la  relation  singulière  qui  répond  à  la  surface  ^  :  si  celle-ci  est  ordi- 
naire, a,  ^,  y  sont  nuls,  mais  les  formules  qui  vont  suivre  s'appliquent 
toujours.  Représentons  par(Z,  A")  les  indices  des  courbes  G,  la  parité 
de  k  étant  connue  par  ce  qui  précède,  et  écrivons  les  formules  rela- 
tives au  degré  et  au  genre  de  C.  On  a  (n°*  30  et  73) 

(i4)  2/-f- [ÎA- =  (/-h  2/» -i--/], 

1  p  =  i  (P  -H  3A/  4-  ay  A*  —  v  —  r.  -t-  2) 

(i5)  r      -v        t-  I  i        J 

(  —Zq(q  -h  i)  -lr-—m(m  -{- t])  -  p', 

en  se  souvenant  qu'on  a  désigné  par  2m  +  y]  l'ordre  de  multiplicité 
du  point  (11'). 

L'équation  qui  donne  le  genre  (n°  7d)  est  applicable  ici  sans  modi- 
fication, tous  les  points  multiples  de  C  étant  à  branches  distinctes.  En 
éliminant  m  entre  (i4)  et  (i5),  et  posant  toujours 

;i=-4ay  =  A, 
on  trouve 


(16) 


AA-»=2^-+2(ri  -i)'-4v-i-6 

-  8  [p  -t-/j'  +  lq(q  4-  i)  4-  Zr-  )  _  (2/  -H  pA  -  2^/)-, 


ou,  en  introduisant  le  nombre  n  =  2v  -1-  yj,  et  observant  (jue  t]  est  o 
ou  I, 

/    ^N        .  _  2<i'— a/i  — 8[p-t-/)'—  i-i-i:y(y-i-i)-H/-']  —  (aZ-h^A:  — arf)' 
Cette  expression  de  l'invariant  A  coruieni,  oulre  //,  deux   iMiliors 
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indéterminés,  k  el  /,  ou  mieux  k  et  2/  -+-  pA  —  2^,  qui  figurent  tous 
deux  au  carré  et  dont  la  parité  est  connue  :  celle  de  k  l'est  par  une 
remarque  précédente;  celle  de  2/4-JÎA—  id^  par  l'équation  (i4)j 
est  la  même  que  celle  de  <i  -1-  y]. 

Observons  que  si  k  est  impair  et,  par  suite,  sûrement  difl'érent  de 
zéro,  les  courbes  C  sont  singulières,  ainsi  que  la  surface  ^;  pour  que 
celle-ci  puisse  être  ordinaire,  il  faut  que  l'équation  (17)  soit  satisfaite 
pour  A-  =  o,  c'est-à-dire  qu'on  puisse  déterminer  /  et  p'  de  manière  à 
annuler  le  numérateur  de  A. 

128.  Réciproquement ,  supposons  qu'on  puisse  trouver  des  entiers 
A-,  /  et  p'  tels  que  la  valeur  (17)  de  A  soit  positive,  entière,  de  l'une 
des  formes  4  N  ou  4  N -I- i;  bien  entendu.  A,  /et  p' sont  soumis  aux  con- 
ditions de  parité  ou  de  limitation  qu'on  a  indiquées  plus  baut.  Nous 
allons  montrer  que,  la  figure  (F)  étant  supposée  dépendre  d'une  surface 
de  Kummer  singulière  d'invariant  A,  il  existe,  dans  le  plan  de  cette 
figure,  des  courbes  2  vérifiant  les  conditions  énoncées  au  n°  123. 

129.  Pour  simplifier,  nous  donnerons  la  démonstration  dans  un 
cas  particulier,  qui  correspond  à  celui  du  premier  théorème  fonda- 
mental ci-dessus,  c'est-à-dire  que  nous  supposerons  y]  =  o,  ^,=  0, 
7v=o,  V  =  2  et  d=^i'k.  11  s'agit  alors  d'établir  l'existence,  dans  le 
plan  de  la  figure  (F),  de  courbes  2,  de  degré  27.,  de  genre  et  de  multi- 
plicité/j,  passant  simplement  par  les  sommets  d'un  quadrilatère  formé 
par  quatre  des  six  droites  et  touchant  ces  six  droites  partout  ailleurs  : 
l'hypothèse  est  que  A  est  défini  par 

(18)  _^^8).--8/>-8yy-4o.^^ 

car  le  nombre  2/  -|-  pA  —  Q.d  de  la  formule  (17)  est  de  même  parité 
que  f/  -I-  y],  ici  2X;  on  peut  donc  le  désigner  par  aco. 

Quant  au  nombre  A,  il  est  impair,  car  le  groupe  des  quatre  points 
par  lesquels  passent  simplement  les  courbes  2  correspond  à  un  indice  A 
impair.  Dès  lors,  en  vertu  de  (18),  A  est  de  la  forme  4N,  et  la  rela- 
tion singulière  correspondante  peut  être  supposée  du  type 

-^A--^-'=o. 

Journ.  de  Math.  (  j'  série),  lomn  V.  —  Fuse.  III,  1899.  44 
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Considérons  alors  les  fonctions  intermédiaires  normales,  de  carac- 
Icristiquc  nnlle,  paires,  et  d'indices  (/,  A),  /étant  donné  par 

il  —  4 ^  =  2 co         ou  /  =  2  A  +  w  : 

ces  indices  sont  admissibles,  car  on  voit  de  suite  que  2/>  \  A  niod  k.  La 
quantité  o  qui  leur  correspond  est 

(19)  0  =  2(A -f- co)- +  2/) -f- 2p'; 

elle  est  paire,  de  sorte  que  les  fonctions  normales  considérées  sont  au 

nombre  de -^  linéairement  distinctes,  et  s'annulent  pour  les  quatre 

demi-périodes  (3-'),  (3/,'),  {\-ï),  (44')- 

A  ces  fonctions  correspond,  sur  la  surface  de  Kummer  ^.  une  famille 

de  courbes  d'ordre  il  ou  4  •'•  +  2to,  -  fois  infinie,  passant  par  les  quatre 

points  doubles  dont  on  vient  d'écrire  les  symboles.  Parmi  ces  courbes. 
considérons  celles,  C,  qui  ont  en  (11')  un  point  multiple  d'ordre 
2(X  +  co)et  qui  possèdent  en  outre  p'  points  douilles  varialiles  de  Tune 
à  l'autre. 

Les  courbes  C  dépendent  dès  lors  de 

ou,  d'après  (19),  dey?  paramètres  au  moins,  leur  genre  est  ait  plus 
celui  que  donne  la  formule  générale  du  n^To,  car  les  conditions  impo- 
-sées  peuvent  entraîner  d'autres  singularités  qui,  nécessairemiMit. 
diminuent  le  genre.  En  désignant  ce  genre  par  j),  on  a  ainsi  : 

P>il  -(X-}-w)--/j', 
c'est-à-dire 

P>~P- 

Les  projections  des  courbes  C  sur  le  plan  de  la  figure  (  ¥)  sont  de.s 
courbes  2,  d'ordre  IfX  -h  km  —  iÇa  -^  (m)  ou  2  A,  de  genre  p,,  formant 
un  système /^^  fois  infini  (p^^p),  pas.sant  par  les  j)oints  (32'),  (3'|'\ 
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(-\''-')j  (44)  fie  la  figure,  ot  louchant  partout  ailleurs  les  six  droites; 
tout  revient  à  démontrer  que  p,  =  p.^  ^^  p,  ou,  en  vertu  des  inégalités 
qui  précèdent,  que  p.,  ne  peut  être  supérieur  à  p, . 

Or,  si  p,,  p^,  ...  sont  les  p^  paramétres  dont  dépend  récjualion 
générale  2^  =  o  des  courbes  2,  le  système  linéaire 

dp,         -  dp, 

découpe  (n"  lli),  sur  la  courbe  i^  de  paramètres  p,,  un  système 
de  groupes  de  2(y^,  —  i)  points  mobiles  et  de  multiplicité  p.,  —  \. 
Comme  sur  une  courbe  de  genre  p^  il  n'y  a  pas  de  système  de  groupes 
de  2(^1  —  i)  points,  plus  de/>,  —  i  fois  infini,  il  faut  nécessairement 
(jue  ^2  soit  au  plus  égal  à /),.  c.   q.    f.   d. 

lôO.  Une  démonstration  semblable  s'applique  au  cas  général,  et 
aussi  au  cas  particulier  où  k  et  le  numérateur  de  A  dans  (17)  sont 
nuls  :  la  surface  M  est  alors  une  surface  non  singulière. 


Applications. 

151.  I.  Si  Ton  forme,  par  la  méthode  du  n"  108,  Téqualion 
modulaire  pour  A  =  8N,  en  posant  N  =  X-  —  p^  la  formule  (18)  et  la 
tiiéorie  précédente  montrent  qu'on  obtiendra  en  même  temps  les 
é(piations  modulaires  pour  les  invariants 

_  81N  — 8//— /joi^ 

A  étant  un  entier  impair,  to  un  eniier  quelconque,  //  un  entier  au  plus 
égal  au  nondiro  des  points  doubles  d'une  courjje  I^,  d'ordre  2  A  et  de 
genre  p,  c'est  à-dire 

p'  ;S  2  A-  —  ?>"a  +  I  —  p. 

(Jn  connaît  ainsi  les  facteurs  étrangers  dont  il  faut  débarrasser 
l'éipiation  modulaire.  Cette  remarque  s'applique  aux  autres  cas, 

A  =  8N  +  4,     8N  +  1     ou     8N  +  5. 
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152.   II.  A  étant  donné  de  la  forme  8N,  par  exemple,  posons 

8N  =  8X^-827"         ou         N^V'-Zr', 

ce  qui  est  toujours  possible,  car  il  suffit  de  prendre  pour  \  le  plus 
petit  entier  dont  le  carré  atteigne  ou  surpasse  N,  et  d'exprimer  la 
différence  X-  —  N  par  une  somme  de  quatre  carrés  /■,,  /%,  Tj,  /•;..  Alors, 
en  exprimant  qu'il  existe,  dans  le  plan  de  la  figure  (F),  une  courbe  uni- 
cursale  Z,  d'ordre  aX,  passant  par  les  sommets  d'un  quadrilatère 
formé  par  quatre  des  six  droites,  ayant  des  points  d'ordre  2r,,  ir.^, 
2  7'.,,  27-4  en  quatre  autres  des  points  de  concours  des  six  droites  deux 
à  deux  et  louchant  ces  droites  partout  ailleurs,  on  obtient  le  produit 
des  équations  modulaires  pour  les  invariants  compris  dans  la  formule 

_  8>.^— 8p'— 8S;--^— 4to-  8N  — 8/y-4to- 


k  étant  un  entier  impair,  w  un  entier  quelconque,  p'  un  entier  au  ])lus 
égal  à 

2X--3X  +  i-i:7-(/-  — i). 

On  voit  qu'on  peut  obtenir  ainsi  les  écjualions  modulaires  pour  les 
invariants  8N  en  prenant  pour  2  une  courbe  unicursalc,  ce  qui  sim- 
plifie notablement  les  calculs. 

La  même  remarque  s'applique  aux  invariants 

8N  +  4,     8N  +  1,     8N-H5. 

153.  III.  Il  est  clair  enfin  que  la  théorie  générale  précédenic 
donne,  pour  former  les  équations  modulaires  de  proche  en  proche, 
d'autres  procédés  que  ceux  qui  dérivent  des  théorèmes  fondamentaux  : 
dans  chaque  cas  particulier,  on  aura  à  choisir  le  plus  avantageux. 


Cas  particuliers  et  exemples. 

154.   Dans  le  cas  de  l'invariant  A --  12,  les  propositions  géuéiales 
donnent  les  énoncés  suivants  : 
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Lorsque  les  six  droites  de  la  figure  (F)  peuvent  se  répartir  en 
trois  couples  A  et  A',  B  et  B',  C  et  C,  de  telle  sorte  qu'il  existe  un 
système  simplement  infini  de  cubiques  passant  par  les  sommets  des 
trois  couples  et  touchant  en  outre  les  six  droites,  la  surface  de 
Kumnier  correspondante  est  singulière  et  répond  à  l'invariant 
12  ou  à  l'invariant  8,  et  réciproquement. 

Comme  on  sait  caractériser  autrement  la  figure  (F)  qui  répond  à 
l'invariant  8,  ce  théorème  donne  la  propriété  modulaire  caractéris- 
tique pour  l'invariant  12. 

On  pourrait  voir  cjuc  dans  le  cas  de  A  ^  12,  il  n'y  a  c^n  un  système 
de  cubiques  satisfaisant  aux  conditions  de  l'énoncé;  dans  le  cas  de 
A  =  8,  il  y  en  a  deux  :  cela  tient  à  ce  que,  dans  les  calculs  du  n°  129, 
on  peut  donner  à  w  le  signe  dr,  mais  co  étant  nul  pour  A  =  12,  le  double 
signe  n'introduit  aucune  différence. 

De  même  : 

Lorsque  les  six  droites  de  la  figure  (F)  peuvent  se  répartir  en  trois 
couples  A,  A';  B,  B';  C,  C,  de  telle  sorte  qu'il  existe  une  cubique 
passant  par  les  sommets  des  trois  couples,  ayant  un  point  double  au 
point  d'intersection  de  A  et  de  B,  et  touchant  en  outre  les  droites 
A',  B',  C,  C,  la  surface  de  Kummer  correspondante  est  singulière, 
et  répond  à  l'invariant  Ji  ou  à  l'invariant  8. 

135.   \oici  d'autres  exemples  : 

I^orsquelessixdroitesdela  figureÇF)  peuventse  répartir  cntrois 
couples  A,  A'  ;  B,  B'  ;  C,  C',  de  telle  sorte  qu'il  existe  une  quartique 
unicursale  passant  par  les  12  points  d'intersection  des  trois 
couples  deux  à  deux,  la  surface  de  Kummer  correspondante  est 
singulière  et  répond  à  l'un  des  invariants  16,  12,  8,  4-  d  récipro- 
quement. 

Lorsque  les  six  droites  forment  un  hexagone  auquel  on  peut 
inscrire  et  circonscrire  un  système  p  fois  infini  de  quartiques  de 
genre  pi^p  =  o,  i ,  2,  ou  3),  la  surface  de  Kummer  correspondante 
est  singulière  et  répond  à  l' invariant  28  —  8/?,  ainsi  qu'à  tous  les 
invariants  pairs  inférieurs,  et  réciproquement. 
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Terminons  par  un  exemple  qui  convient  à  une  surface  non  singfulière  : 

Etant  doniicas  six  droites  tangentes  à  une  même  conique,  il 
existe  une  injiuitê  simple  de  cubiques  planes  passant  par  les  six 
sommets  du  quadrilatère  complet  formé  par  quatre  quelconques 
de  ces  droites,  passant  par  le  point  de  rencontre  des  deux  autres  et 
touchant  en  outre  chacune  de  celles-ci. 
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S/ir  les  systcmes  d'cqiiations  au.r  dérivées  partielles  analoij;//es 
aux  systèmes  d'équations  du  premier  ordre  en  im'olution; 


Par  m.  Jules  BEUDOX, 

Professeur  au  lycée  d'Alger. 


L'objet  de  ce  Travail  est  réludc  des  syslèmes  S  d'équations  aux 
dérivées  partielles  d'ordre  quelconque  définissant  une  fonction  z  des 
variables  x,,  x^,  .  .  .,  x„,  et  dont  la  solution  générale  dépend  d'une 
fonction  arbitraire    de  p  arguments   et  de  constantes  arbitraires   eu 

nombre  fini. 

Je  démontre  tout  d'abord  qu'on  peut  donner  aux  équations  qui  déti- 
nissent  les  systèmes  S  une  forme  normale  mettant  en  évidence  l'exis- 
tence de  multiplicités  caractéristiques  dépendant  d'un  nombre  fini  de 
paramétres. 

J'indique  ensuite  les  opérations  à  effectuer  pour  arriver  à  l'inté- 
gration complète. 

Je  considère  enfin  les  systèmes  linéaires  et  du  second  ordre,  et 
j'étudie  les  conditions  d'intégrabilité;  je  n'envisage  que  les  résultats 
pouvant  être  énoncés  simplement. 

1.  A  cause  de  la  définition  du  système  S  d'ordre  /j,  l.-s  équations 
qui  le  composent  permettent  d'évaluer  toutes  les  dérivées  d'ordre  p  où 
les  dérivations  ont  été  faites  par  rapport  à  quelques-unes  des  lettres 
X  ,.,,  •  ■■:Xn  c»  fonction  de  celles  où  l'on  n'a  fait  varier  que  x,,x.„  . . ., 
a;p,  et  des  dérivées  d'ordre  inférieur  à  p. 

Si  l'on  envisage,  d'autre  part,  toutes  les  dérivées  d'ordre  p  —  i  de  r, 
et  si  l'on  ajoute  successivement  dans  toutes  ces  dérivées  l'unité  aux 
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indices  relatifs  aux  x/,(k  =  p  +i,   .  .  .,  n),   on  obtient  toutes  les 
dérivées  d'ordre  p,  où  Ton  a  fait  varier  quelques-unes  des  lettres 

On  peut  donc  mettre  les  équations  du  système  S  sous  la  forme 

ZJ^      a,_^i      ^  =  fonction  des  dérivées  d'ordre/?  prises  par  rapport  à 
(A  >>  p)a7,,  . . .,  Xp  et  des  dérivées  d'ordre  inférieur. 

En  différentiant  une  fois  toutes  les  écjuations  du  système  S  par  rap- 
port aux  variables  indépendantes,  on  est  conduit  à  un  nouveau  système 
répondant  à  la  même  définition,  mais  dont  les  équations  sont  linéaires 
par  rapport  aux  dérivées  d'ordre  le  plus  élevé;  je  ne  m'occuperai  donc 
que  des  systèmes  linéaires. 

2.   On  a  tout  d'abord  le  théorème  suivant  (')  : 

Si  un  système  d'équations  aux  dérivées  partielles  définissant 
une  fonction  z  de  n  variables  x^,  .  .  .,  ic„,  a  une  solution  générale 
dépendant  d^une  fonction  arbitraire  de  p  arguments,  et  si  Von  a 
pris  soin  de  le  rendre  linéaire  par  une  différenciation,  les  équa- 
tions qui  le  définissent  peuvent  être  mises  sous  la  forme  suivante  : 


yp 

a,  =  «tZ^,..... 

..,,,  +  a^Z^,,,^,,,...,, 

+  «pZj;.,. 

..,af4-i «„  "■"       «1 

(a,4- 

■  ■  •  -+-««  =  /j  -  0» 

oii  l'on  a  posé 

d'-z 


(2) 


Considérons,  en  premier  lieu,  les  équations 
d"z 


di'z 
àv''-'  dxk 


hjlp^     A->p; 


(')  Comptes  rendus,  3i  janvier  i{ 
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rii  (liiïéren liant  la  première  p  —  i  fois  par  rapport  à  Xj,  et  la  secomlc 
!>  —  I  fois  par  rapport  à  .r,,  on  aura  deux  expressions  de 


d'-p- 


djci;-'  6»^;'^'  dxk 


(|ui  devront  être  identiques. 

Par  suite,  lêquation  (  i)  ne  doit  contenir  que  des  dérivées  d'oindre  p 
où  l'indice  relatif  kXj  est  au  moins  égal  à  yj  —  i;  de  même,  léquii- 
tion  (2)  ne  contiendra  cjuc  des  dérivées  d'ordre  p  où  l'indice  relatif 
à  x^  est  au  inoins  égal  à  p  —  i;  on  a  donc 

dPz  A       (V'z  ,-       d'-: 


o.r';~'dxt      ''dx.d.v';-'      ^ôxr,dx';-' 

en  achevant  l'identification,  on  voit  de  suite  que 

a\=y.\,  a':=<,  ■■■,  ^'i^A. 

et,  en  opérant  de  proche  en  proche,  on  obtient 

ôi'z  k  di'z  L  d''z 


Supposons  la  proposition  étahhe  pour  toutes  les  équations  où  la 
somme  a^.,  -t-  .  .  .  -f-  a„  est  inférieure  ou  égale  à  un  nombre  N.  nous 
allons  montrer  qu'elle  est  vraie  jîour 

y-p.,  4- .  .  .  -f-  a„=  N  +  1. 

D"abord,  étant  donnée  une  dérivée  d'ordre  p,  on  peul  l'exprimer 
linéairement  en  fonction  des  dérivées  d'ordre  p  où  la  somme 


est  inférieure  à  la  valeur  correspondante  de  la  déri\ée  choisie. 

Journ.  de  Math.  (5'  série),  loiiie  V.   —  Fasc.  IH,   iSytj.  43 
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Considérons  alors  les  deux  équations 

(3>     Zi', ,, «„^, ^„  =  a^Zi',^, ,,,  +  . . .  +  «^'Zî' ,,^, ^,,+  . . . , 

Xp^,  +  .  .  .  +  a„  =  N  -  I 
et 

(4)     ZJ  _     5(,_i      ai+i a,  +  i      «„  =  fonction  des  dérivées  d'ordre  />, 

où  ap^,  +  .  .  .  +  a„<  N  —  I . 

Pour  écrire  les  conditions  d'inlégrabilité,  il  faut  dillérenlier  Técjua- 
lion  (3)  par  rapport  à  a;^  et  Féquation  (4)  par  rapport  à  x,;  or  l'équa- 
tion (  3)  donne,  pour  les  dérivées  d'ordre  p  -h  i,  l'expression 

n''7P  -4_  j-  /'/'''  7  '' 

"i^«,  +  l ai-Hi...  ■.a,,"'      .  •  .   -t-  "p^j ,af  +  i ai-M....,x„? 

donc  ré(puition  (0  ^'st  nécessairenienl  de  la  forme 

'-'OL, a,  —  1 a;,  +  I,  ....ai  +  i a„  —  '^'  i  ^^a,  +  i ,ï,— i a/,  ....ai+i a,,  "i      ■  •  • 

-f-(7*Z''  -I- 

^^  "^'p  '■'a, a,  — 1 af +  1 a;, cti+  i....,  a„    '^  •  ■  •• 

el  la  proposition  est  établie. 

Reniaïque.  —  L'équation  tjui  donne  la  valeur  de  la  dérivée 

71' 

^\ )„ 

peut,  en  général,  prendre  n  ~p  formes  différentes,  car  on  peut  écrire 
cette  dérivée 

yp 
/<  —  p  4-  I  ,...,/<  ; 

mais  toutes  ces  formes  sont  équivalentes  ([uand  on  exprime  toutes  les 
dérivées  en  fonction  de  celles  où  x,,  .  .  . ,  .rp  seulement  ont  varié. 

.">.  I^c  système  S  étant  mis  sous  la  forme  normale,  on  ])eut  gioupei 
quelques-unes  de  ses  équations  de  manière  à  mettre  en  évidence  des 
midliplicités  caracléristi(pies  à  une  dimension. 
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Considérons,  en  ellcl,  réqualion 

,,,  (  ^î ., «.^. .„=atZî.-,....,«, »,+  •■• 

^'^  (  ^^Zi ,,.., ,+K .„, 

(■l  loules  celles  (juc  l'on  ohlienl  en  faisanl  varier  les  indices  de  manière 
qne 

a ,  H-  .  .  .  +  a„  =  p  —  I . 

Envisageons,  d'autre  part,  une  mulliplicilé  intégrale  à  //  dimensions 
dn  système  S;  les  équations  différentielles  suivantes  : 


0^) 


^  -  _  a'' 


délinissent  sur  cette  multiplicité  une  famille  de  courbes;  on  a  tlf  plus, 
le  long  de  ces  courbes, 

/      \  (174., ■/,„  ^,h'lk^\  ^/''7*  +  l 

X,  +  .  .  .  +  A„=  A</'  —  ', 
et  les  équations  (5)  donnent 

/  o\  "^g g-.  A''' 

<^v  ,u,^     -  A«, -..• 

L'ensemble  des  équations  (6),  (7),  (8)  définit  une  orieiilaliun 
d'éléments  unis  d'ordre  /?  —  i  le  long  d'une  famille  de  courjjcs,  et  cela 
indépendamment  de  la  multipHcité  intégrale  choisie.  D'autre  part,  à 
cause  du  degré  de  généralité  des  intégrales  du  système  S,  on  pourra 
toujours  en  faire  passer  une  par  un  élément  d'ordre  /J  —  i  arbitrai- 
rement choisi;  les  équations  précédentes  définissent  une  famille  de 
caractéristiques  à  une  dimension;  en  faisant  varier  /;  de  p  -t-  i  à  //.  on 
obtient  ainsi  n  —  p  familles  de  caractéristiques  à  une  dimension:  el  en 
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les  associant  à  la  inanirre  des  caractéristiques  des  équations  du  prcniier 
ordie  ('),  on  obtiendra  des  caractéristiques  à  «  —  p  dimensions. 
iXons  pouvons  donc  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Si  le  système  S  est  complètement  inlégrable,  le  système 

—  ~  '^''i  '       ~~^):^rr~  —  ^'^. 5^,.' 


àx,,  '     '■-" '•■■ 


/  est  aussi  et  définit  les  caractéristiques  d'ordre  p  —  i  et  à  //  —  p 
dimensions  du  système  S. 

i.  Avant  d'aller  plus  loin,  comptons  le  nombre  des  équations  dis- 
tinctes du  système  S.  Si  le  premier  membre  d'une  équation  est  une 
dérivée  d'ordre^  telle  que  la  somme  des  indices  des  lettres  A'p^.,,  ...,.r„ 
est /j  —h,  la  somme  des  indices  des  lettres  a;,,  ...,  a;p  est  A;  pour 
obtenir  tous  les  premiers  membres,  il  faudra,  d'après  la  définition, 
prendre  toutes  les  dérivées  d'ordre  p  —  h  de  :  par  rapport  à  Xp^_, , . . . ,  .v„ 
et  les  dlfférentier  li  fois  par  rapport  à  x,,  . . .,  x^,  ce  qui  donne  r,','~pr,! 
é([uations,  et  faire  varier  A  de  o  à  jo  —  i ,  ce  qui  donne  en  tout 


/'-i 


r;;Lp  +  r:_;  r;  + . . .  4-  rr,^  r^  + . . .  +  r,;_p  r 

équations. 

Le  degré  de  généralité  du  système  S  est  représenté  par  une  fonction 
arbitraire  de  p  arguments;  d'une  façon  plus  précise,  si  l'on  se  donne 
une  multiplicité  ponctuelle  à  p  dimensions,  il  y  a  une  infinité  d'inté- 
grales contenant  cette  multiplicité,  dont  l'ensemble  dépend  d'un 
nombre  fini  de  paramètres. 

On  peut  définir  cette  multiplicité  ponctuelle  à  p  dimensions  en  se 
flounaut  z,    /•p^i   . . .,  x„  en  fonction  de  .';,,  . . .,  Xç\  il  s'agit  de  déter- 


(')    Voir  aussi  J.  Beudon,  Sur  les  systèmes  d'équations  aux  dérivées  par- 
tie/tes, etc.  (Annales  de  l'École  Normale.  Siijipli-nH'iU  1S96,  p.  /14). 
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miner  sur  cette  multiplicité  une  orientation  d'éléments  d'ordre  p  unis 
vérifiant  les  équations  du  système  S. 
On  aura 

-^;^— -   2é  ^■'..   .•".^. x„^+^). )..+. >„ 

j  =  i,2,  ...,p,  A- r=  o,  I,  2,  . . ., /)  —  I,         X, +..  .-H  X„=  A-. 


Ces  équations  permettent  de  calculer  les  Z*"*"',  ...  en  fonction  des 
^o,.'.o.'  .■>..  '^'-  '^^^  dérivées  des  Z*...,  où  l'indice  A  est  inférieur 
à  A  H-  I . 

Si  l'on  remplace  dans  les  équations  du  système  S,  il  ne  restera  plus 
que  : 

i"  Les 

2°  Les 

Z^^.'.o,/,    ....)„  ^^  leurs  dérivées  du  i^""  ordre, 
3"  Les 

Z^7"„  )        x„  et  leurs  dérivées  du  i"  et  i^  ordre, 

(A  +  i)"  Les 

Z^ ;*„ ,        -,^  et  leurs  dérivées  du  i'^'',  2^,  .  . .,  A^  ordre. 

p°  Les 

ZJ     „  )         )    et  leurs  dérivées  du  i",  2*,  ...,/>  —  1*  ordre. 

Le  nombre  de  l'ensemble  des  dérivées  d'ordre  supérieur  de  cliacune 
des  fonctions  inconnues  (avec  l'ordre  qui  lui  est  attaché)  est  égal  à 

il  est  précisément  égal  au  nombre  des  équations  du  système  S;  on  peut 
donc  obtenir  ces  fonctions  inconnues  par  l'intégration  d'équations 
difl'érenlielles  ordinaires. 
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L'intégra  lion  donnera  des  forniules  de  la  forme 

(Zî_     .  )„  =  fonction  de  x" ,  .  .  .,  x-p",  C,,  C„, 

D'autre  part,  en  intégrant  les  équations  des  caractéristiques,  on 
aura 

:;  =  fonction  de  J-p^,.  .  .  . ,  x„,  x",  .  .  . ,  .r",  :",  .  .  .,  (;*  ...),„)o)  •  ■  •) 
./•■=  fonction  deo-p. ,  x„,  x",  .  . .  ,  ;/•;),  z",  .  .  .,  (z-,^ -,  )„,  .  .  ., 

/=I,   2,    ..  .,   p, 

OU.  en  renqjlaçant 

;;  =z  fonction  de.rp,.,,  .  .  .,  .r„,  x"^,  .  .  .,  x'^,  C,,  Co,  .  .  -, 
ic-,=  fonction  de. fp^i,  . .  .,  x„,  x°,  .  .  .,  .x-p,  C,,  C^,  .  .  ., 
/r=T,  2,  ..  .,  p. 

l'ji  éliminant  .r",  .  .  .,  Xp  entre  ces  p  +  i  équations,  on  a  l'ensenihlc 
des  multiplicités  intégrales  qui  passent  par  la  multiplicité  poucfuelle 
choisie. 

On  pourrait  donner  du  résultat  qui  précède  une  démonstration 
purement  analytique;  je  ne  le  ferai  pas  ici,  pour  éviter  des  longueurs, 
et  je  me  contenterai  de  dire  que  la  marche  à  suivre  a  été  indiquée  dans 
ma  Thèse  pour  des  systèmes  analogues  ('  ). 

5.  Nous  allons  étudier  maintenant  les  systèmes  linéaires  et  du 
deuxième  ordre.  Les  équations  d'un  tel  système  peuvent  être  mises 

sous  la  forme 

Pa.  ==  al  Pi,  +  a'ip,.,  -h  .  . .  +  a^p,p+  A,/„ 


1,2)    • .  • ,   f 


p.         //,A>p, 

(  ')  Loc  cit.,  |).  9.3. 
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el  provenant  de  la  forme  normale  où  Ton  a  exprimé  les  seconds  iiicni- 
bres  en  fonction  des  dérivées  prises  par  rapport  à  jc,  ,  . . . ,  x^. 

Pour  écrire  les  conditions  d'intégrabilité,  il  faut  diflérenlier  ces 
équations  et  identifier  les  dérivées  du  troisième  oidre  oljlciiucs. 

Nous  avons  vu  déjà  que,  dans  les  seconds  membres,  les  parties  con- 
tenant les  dérivées  du  troisième  ordre  étaient  identiques;  il  n'y  a  plus 
(|u"à  identifier  les  expressions  renfermant  des  dérivées  du  deuxième 
et  du  premier  ordre. 

Nous  ne  ferons  le  calcul  que  pour  les  expressions  quadratiques  par 
rapport  aux  dérivées  du  second  ordre;  dans  tout  ce  qui  suit,  nous 
négligerons  les  termes  pouvant  fournir  des  expressions  de  degré  o  ou  i 
par  rapport  à  ces  dérivées  ;  nous  pouvons  donc  faire  en  particulier  les  A 
nuls. 

Soit  une  fonction  <I>  de  /),,  .  .  .,  /'„,  on  a 


SI  nous  posons 

nous  aurons 

(9) 

De  même 


-w=£-i:  ■' 


Op. 


dpk 


?  " 


c'est-à-dire 


ifin 


/.  =  5  +  1-  L.  I  =  1 


'  T=l    \  -7  /  1  =  5  \  t  =  l 
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Envisageons  les  deux  équations 

p 


elles  donnent  deux  expressions  identiques  de  P/y^  ;  on  devra  donc  avoir, 
en  particulier,  en  tenant  compte  de  (9)  et  (10) 

(7=lL  T  =  l  J  T=lL  I7rrl  J 


ce  qui  exige  que 

(>0 


A,(<)  =  A,(a?), 
T,  ■7=  I,  2,  ...,p,         A  =  p  +  i,  ...,  /<. 


Prenons  de  même  les  deux  équations 

?  p 

1=1  i/=i 

et 

lhf.  =  ^('l.p-'\^^ 
elles  donnent 


"y  E  /'>  !^  A  ^  (  «*  )  -f-  a*  2  /^>  i-L  A  ^  (  a*  )  I 
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Cil  identifiant  les  coefficients  de  pl-y  on  obtient 

aiAi(ai)  =  a'.AJai)  +  ajA).  («>')' 
c'est-à-dirc 

car  nous  supposons  tous  les  a  difTcrenls  de  zéro. 

Kn  tenant  compte  de  ce  résultat  dans  ridentilication  des  coefficients 
de  ^j)   ,  il  vient 

4A,X4)  =  <A(,(«0  +  «' A,,(«*), 

c'est-à-dire,  à  cause  des  relations  (i  i), 

(I)  A^,_(al)  =  o         (X,  [A  =  I,  2,  . ..,  p,   /i  =  p  -h  i,  . . .,  n). 

(>.  Le  nombre  des  fonctions  a  qui  figurent  dans  le  système  linéaire 
est  égal  p(«  — p);  considérons  n  —  p  fonctions  particulières,  i)ar 
exemple, 

et  une  autre  fonction  a^,  difl'érente  des  précédentes.  On  a 

A„(aP-')  =  o, 


A,(0     =  o, 

ces  équations  constituent  n  —  p  +  i  relations  linéaires  entre  les  lettres 
aj"^',  a^"^^,  ...,a^;  le  déterminant  des  coefficients  est  donc  nul,  et 
Ton  a 

L>(/^„/?p^,,/'p+-.,    ■■■,Pn)  ' 

Tindice  a  pouvant  varier  de  i  à/j;  par  suite,  a^  considéré  comme  fonc- 
tion des  lettres  p^,  p.,,  .  .  .,/>„  est  une  fonction  de  o'J^',  . .  .,  a".  Donc 

Les  expressions  a(p,,  . . .,  p„)  sont  des  fondions  de  n  —  p  d'entre 

Journ.  de  Math,  (ô"  série),  lome  V.  —  Fasc.  III,  189;).  4o 
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elles,  et  l'on  a 

«^  =  *a?(j" ,^„,  r,  aî^',«';^%  ■•■■,a'[). 

Il  ne  reste  plus  quà  étudier  les  équations 

(12)  A^(«P-^')  =  o,        ...,        A,(«';)  =  o         (-7=  I,  2,  ...,p). 

Supposons  qu'il  existe  une  fonction 

L  (a^^',  ci\^'-.  . . .,  a"^.  p,,  p.,,  . . .,  p„) 

telle  que,  si  Ion  remplace  les  a  par  un  système  d'intégrales  des  é(jua- 
lions  (11),  les  quantités  p,,  p.;,,  ...,  p„  disparaissent. 
On  devra  avoir 

^'^^  2  5^^;  +  5^,=«     (.==.,2,....=), 


4 = p + 1 


^      -^  ^^    da'l  dpi,         dpk  ^  ' 

/,  =  p  +  i 

Laissons  a  fixe,  multiplions  l'équation  (i4)  p^ir  «*,  faisons  varier  k 
de  p  4-  I  à  /?,  et  ajoutons;  nous  aurons,  en  tenant  compte  des  rela- 
tions (I)  (p.   36i), 

*=?  +  ' 

ce  qui  montre  que  la  fonction  L   est  donnée  par  un  système  complet. 
Héciprocjuement,   considérons  n  —  p  intégrales  indépendantes  du 
système  (i5)  L,,  Uj,  .  . .,  L„_p  et  écrivons  les  équations 

V,     (a^*\  . . .,  a",p,,p,,  .  ..,/)„)  =  consl., 

lj«-p(«r''  •••.o"iP.i/^.:  ...,/>„)  =  const., 

nous  allons  montrer  que  les  valeurs  des  a  tirées  de  ces  é(piations  con- 
sliliienl  un  système  d'intégrales  des  équations  (12). 
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On  a  en  ctVet,  en  diflcrenliant  ces  équations, 


^    àa'l  àp,         <)p^ 


Zà    Oa'[  dpi,         dp,,  ' 

ii=p  +  i 

ol,  si  Ton  cnectuc  la  même  combinaison  que  plus  haut,  il  vient 

et  comme,  par  hypothèse,  les  équations  proposées  sont  indépendantes, 

D(U„U.--.-,U„_p)     ,  ^ 
et,  par  suite, 

^_^  y  .4^=0. 

C.    Q.     F-     D. 

Le  système  (lA)  s'intègre  immédiatement  et  donne 

p,  -a\p,-  a',  p,,-.---4  P9  =  ^•""*^-  ; 
nous  arrivons  au  théorème  suivant  : 
Si  le  système 

P/,A  =-  <  Ph  ,  +  «'>/,.+•••+  ^'?  P''P  +  ^■^"* 


e5<  com 


p/è/.».en^  m^e^raWe,   les  ?{n  -  f)  .o.#c/.«/.  a  sont  des 


(.)  Il  y  a  exception  pour  les  syslèmes  provenant  de  la  diiïérenliation  d'un  sys- 
lème  du  premier  ordre  en  involulion. 
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fondions  de  n  —  p  d'entre  eux,  de  la  fonction  inconnue  z  et  des 
variables  indépendantes  (  '  ),  et  l'on  a  en  outre  les  relations 

7.   Les  équations 

constituent  un  système  complet  dont  les  coefficients  sont  tous  des 
solutions  du  système;  les  résultats  précédents  nous  conduiscnl  donc 
au  théorème  : 

Pour  former  tous  les  systèmes  complets 

df  -v      h  <^f 

Ox^  ^^       '  d-ri, 

A  =  p  + 1 

dont  les  coefficients  sont  des  intégixiles  du  système  lui-même,  il 
suffit  d'écrire  les  relations 


a.x,  —  . .  .- 


a,,x^  =  const., 

r       r 


et  de  choisir-   (p  —  i)  (n  —  p)    coefficients  comme  fonctions  arbi- 
traires des  n  —  z  suiiants. 
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Recherche  des  singularités  cV une  fonction  définie 
par   un  développement  de   Taylor ; 

Par  m.   Léopold  LEAU. 


INTRODUCTION. 

Le  mode  de  représentation  des  fonctions  analytiques  le  plus  naturel 
et  le  plus  important  est  fourni  par  leurs  développements  suivant  les 
puissances  croissantes  des  variables.  On  sait  comment,  guidé  par  cette 
idée,  M.  Mcray  a  su  donner  aux  théories  fondamentales  de  l'Analyse 
une  harmonieuse  unité.  Pourtant,  la  connaissance  d'une  fonction 
définie  par  une  série  de  Taylor  est  peu  avancée,  même  dans  le  cas  d'un 
seul  argument.  En  supposant  le  rayon  de  convergence  fini  et  différent 
de. zéro,  la  première  question  qui  se  pose  est  de  savoir  si  la  fonction 
peut  être  prolongée  au  delà  de  ce  cercle  et,  s'il  en  est  ainsi,  de  déter- 
miner ses  points  singuliers.  Or,  l'étude  de  la  série  sur  son  cercle  de 
convergence  est  un  problème  difficile.  On  a  pu  construire  des  séries 

admettant  leur  cercle  comme  coupure  :  l'exemple  suivant,  ^Z/'^'^",  où  c 

est  un  entier  positif,  a  été  donné  par  Weierstrass  ;  mais  c'est  seulement 
en  1896  que  M.  Borel  (')  a  établi  cette  belle  propriété  :  en  général,  le 
cercle  de  convergence  est  une  coupure. 

(')   Comptes  rendus  du  i4  décembre. 

Journ.  de  Math.  (5°  série),  tome  V.  —  Fasc.  IV,  1899.  -47 
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Auparavant,  M.  Hadamard  (')  avait  cherché  les  singularités  situées 
sur  le  cercle  de  convergence  et  obtenu  d'importants  résultats.  Ses 
recherches  ont  été  reprises  et  complétées  (^)  par  M.  Fabry,  c{ui  est 
parvenu  à  des  propriétés  nouvelles  et  d'un  grand  intérêt,  grâce  à  d'ha- 
biles calculs,  malheureusement  assez  complexes. 

M.  Le  Roy  (')  a  repris  la  même  cjuestion  par  une  méthode  différente. 
M.  Lindelôf  (*)  a  énoncé  le  principe  général  qui  relie  le  problème  posé 
à  celui  de  la  représentation  conforme,  et  en  a  tiré  parti  surtout  pour  le 
calcul  effectif  des  valeurs  de  la  fonction  en  dehors  du  cercle  de  conver- 
gence. En  outre  de  la  propriété  énoncée  plus  haut,  M.  Borel  (')  a 
donné  des  indications  diverses  sur  le  même  sujet  et,  en  particulier,  l'a 
rattaché  à  ses  recherches  sur  la  sommabilité  des  séries  divergentes. 

Enfin  la  question  proposée  par  l'Académie  des  Sciences  :  Clierchcr 
à  étendre  le  j'ôle  que  peuvent  jouer  en  Analyse  les  séries  divergentes, 
a  été  l'objet  d'importants  ti'avaux  d'une  publication  prochaine  ("). 

Le  présent  Travail  a  pour  but  l'étude  des  fonctions  représentées  par 
les  séries  de  Taylor  à  une  variable,  tant  sur  le  cercle  de  convergence 
qu'au  dehors  de  ce  cercle,  et  il  se  divise  en  deux  Chapitres  correspon- 
dants. 

On  y  trouve  des  exemples  variés  de  séries  admettant  leur  cercle  de 
convergence  comme  coupure  et  des  types  assez  généraux  de  séries  dont 
les  singularités  sont  connues  soit  sur  le  cercle,  soit  même  dans  tout  le 
plan.  Ces  résultats  ne  sont  pas  tous  nouveaux  :  les  méthodes  diverses 
employées  par  M.  Fabry,  M.  Le  Roy  et  celles  exposées  ici,  ont  fourni 
des  propriétés  en  partie  communes.  Voici  l'idée  directrice  de  ce 
Mémoire  :  On  sait  que,  lorsqu'on  veut  se  rendre  compte  de  )a  convcr- 

(')  Journal  de  Matliématiques,  1892. 

(2)  Annales  de  l'École  Normale,  3"=  série,  t.  XIII;  Acla  mathematica, 
t.  XXII;  Journal  de  Mathémalu/ues,  1898. 

(')  Comptes  rendus  du  3i  octobre  i8g8,  du  20  février  1899. 

(')   Acla  socictatis  Fennicœ,  1898. 

{')  Comptes  rendus,  5  octobre  et  i4  décembre  1896,  12  décembre  1898;  Acla 
mathematica,  t.  XXI;  Journal  de  Mathématiques,  1896. 

(')  Depuis  la  rédaction  du  présent  Travail,  le  Mémoire  couronné  de  M.  liorel, 
Mémoire  sur  les  séries  divergentes,  a  été  pul)lié  dans  les  Annales  de  l'École 
Normale. 


FONCTION    DÉFINIE    PAR    L">'    DÉVELOPPEMENT    DE    TAYLOR.  367 

gence  d'une  série,  il  y  a  lieu  de  considérer  non  pas  sirnullanénient, 
mais  successivement  la  suite  des  coefficients;  de  même,  la  possibilité 
du  prolongement  de  la  fonction,  sur  le  cercle  ou  dans  le  plan,  dépend 
non  pas  de  la  totalité  des  coefficients  pris  simultanément,  mais  à'en- 
sembles  de  pareils  coejjîcients  émisa gés  dans  leur  succession.  Ce 
fait  rend  possible  la  comparaison  d'une  série  donnée,  avec  d'autres 
séries  plus  simples,  déjà  connues.  Telle  est  la  méthode  employée. 
Dans  la  seconde  Partie,  l'étude  des  fonctions  dans  le  plan  a  été 
complétée  par  l'extension  d'un  théorème  important  dû  à  M.  Hada- 
mard  ('). 


CHAPITRE  I. 

ÉTUDE  DES  SÉRIES  DE  TAVLOR  SUR  LE  CERCLE  DE  CONVERGENCE. 


1.  Exposé  de  la  méthode.  —  Soit  une  fonction  /(-)  donnée  par 
une  série  de  Taylor 

Nous  supposons  que  le  rayon  de  convergence  de  celte  série  est  fini  et, 
de  plus,  qu'il  est  égal  à  l'unité.  Cette  dernière  hj"pothèse  ne  restreint 
pas  la  généralité  de  la  question,  puisqu'il  suffit  d'un  changement  de 
variable  de  la  forme  z  =  kz'  pour  ramener  tout  autre  cas  à  celui-là. 

2.  Prenons  sur  le  cercle  de  convergence  un  arc  PQ.  Pour  voir  s'il  y  a 
sur  cet  arc  des  points  singuliers  de  /(^),  il  est  naturel,  d'après  la 
notion  même  du  prolongement  analytique,  de  prendre  sur  le  rayon 

(')  Acta  niathematica.  t.  XXII.  —  Une  partie  des  résultats  exposés  ici  ont 
été  indiqués  dans  trois  Xotes  insérées  aux  Comptes  rendus  du  24  octobre  et  du 
-  novembre  1S98  et  du  27  mars  1899,  et  dans  une  ^ole  du  Bulletin  de  la  Société 
mathématique,  t.  XX\'I,  n"  10.  Je  ne  développe  pas  dans  ce  Travail  ce  qui  a  traita 
la  sommation  des  séries  divergentes. 
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bissecteur  de  l'arc  PQ  un  point  co  d'affixe  b  et  de  former  la  série 

Pour  qu'il  n'y  ait  pas  de  points  singuliers  entre  P  et  Q,  il  faut  et  il 
suffit  qu'on  puisse  choisir  b  assez  petit  pour  que  le  rayon  de  conver- 
gence p  de  la  nouvelle  série  soit  au  moins  égal  à  /,  /  étant  la  distance  w P. 

D'ailleurs,  l'inverse  -  est,  d'après  un  critérium  de  Cauchy,  retrouvé 

par  M.  Hadamard  qui  en  a  fait  d'heureuses  applications,  la  plus  grande 
des  limites  de  l'expression 

quand  n  croit  indéfiniment. 

L'expression  ainsi  introduite  est  d'une  étude  directe  difficile.  Elle  fait 
intervenir  une  infinité  de  coefficients  a.  Cherchons  donc  s'il  est  pos- 
sible de  la  remplacer  par  une  autre  plus  simple  sans  modifier  la  plus 
grande  de  ses  limites. 

3.   Nous  nous  appuierons  sur  la  remarque  suivante  : 

Soient  \u„\"  et  |p„|"  des  variables  dont  les  plus  grandes  limites  sont 
respectivement  a  et  p.  Si  a  est  plus  grand  que  j3,  et  si  l'on  pose 

««  =  ^«  +  ^Va, 
1 

la  plus  grande  des  liinitcs  de  |  w„  |"  est  a. 
En  effet  : 
1°  >.  étant  supérieur  à  i,  s'il  existait  indéfiniment  des  n  telles  que 

|«'„l>(aX)'', 
comme  on  aurait  en  même  temps 

H\<(P^)", 
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on  en  déduirait 

|„„|>(aÀ)«[i-(^)"]. 


ce  qui  est  impossible,  puisque  i^j    tend  vers  o. 

2"  a7^  étant  compris  entre  ^  et  a,  si  l'on  finissait  par  avoir  constam- 
ment 

avec 

on  en  conclurait 

|M„|<2(aA)", 

inég:alité  qui  ne  peut  avoir  lieu. 

4.   Cette  remarque  faite,  formons  le  développement 

-,„,      1'='  , 

Si  /  désigne  un  nombre  aussi  peu  supérieur  à  i  que  Ton  veut,  il 
existe  une  constante  M  telle  que  l'on  ait 

quel  que  soit  p. 

Posons  p  =  nx,  et  ne  considérons  que  les  valeurs  de  p  à  partir 
d'une  valeur  p'  telle  que  p  -  n  soit  une  variable  infiniment  grande  en 
même  temps  que  n. 

Lorsque  s  croit  indéfiniment,  le  rapport 


tend  vers  i  ;  il  en  résulte  que 


n\(p-~n)\         (X 


Sto  l.   leau. 

L„  tendant  vers  i  pour  n  infini.  Par  suite,  en  posant 


^^l^,|^-'  =  $(x), 


on  a 

^„  tendant  vers  o.  v'^^„  reste  donc  inférieur  à  un  nombre  ^. 

Si  X  est  au  moins  égal  à   un  nombre  ^  supérieur  à  i,  on  aura 
a  fortiori 

4>{x)       ^5  —  1     '     ' 

Posons 

l  —  1  ' 

de  sorte  que 

1 
Si  A  est  le  maximum  de 7 — ^  ._  .  (     ^     ]    lorsque  x  croit  de  ^  à 
H  -I-  I  et  que  n  est  quelconque,  la  somme  des  termes  du  développe- 
ment (3),  pour  lesquels  —  est  au  moins  égal  à  ^,  a  un  module  infé- 
rieur à 

/î4^[A/^|è|^-']"Ji  +  l"\b\"-hK-''\b\-"-h...\. 

Si  1^1  est  suffisamment  petit,  cette  expression  est  inférieure  à 

et  la  racine  n'"""'  de  celle-ci  à  un  nombre  fixe  arbitraire  c,  plus  petit  ijuc 
les  valeurs  possibles  de  -  • 

5.  Dès  lors,  en  vertu  de  la  remarque  faite  au  n°  3,  cela  n'influera 
pas  sur  la  plus  grande  des  limites  de  Uy  /\'l\  |  ,  de  laisser  de  coté  tous 
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les  termes  que  l'on  vient  de  considérer  :  o«  peut  se  borner  à  faire 
varier,  dans  la  formation  de  la  dérivée,  p  de  nàn' ,  —-  restant  supé- 
rieur à  un  nombre  fixe  plus  grand  que  i ,  pourvu  que  l'on  choi- 
sisse I  b  I  assez  petit. 

En  d'autres  termes,  il  existe  des  suites  de  nombres  dépendant  de  // 
et  d'un  entier  n, 

telles  que,  dans  les  conditions  énoncées,  la  solution  du  problème 
dépend  de  la  plus  grande  des  limites  de 

I  ««,«««+  a«+ !,«««+.  +  •  •  •  +  «„•,„««•  1". 

Ce  fait  est  important.  M.  Fabry  a  basé  sur  lui  ses  recherches  dans 
le  cas  où  l'arc  considéré  se  réduit  à  un  point.  La  démonstration  que 
M.  Borel  a  donnée  du  théorème  que  le  cercle  de  convergence  est  en 
général  une  coupure  repose  sur  une  propriété  toute  semblable. 

Des  représentations  conformes,  autres  que  le  prolongement  analy- 
tique, donnent  des  résultats  tout  à  fait  analogues.  Tel  est,  par  exemple, 
le  cas  de  celle  que  l'on  obtient  par  une  substitution  de  la  forme 

;;  =  bz'e"' , 

où  i  et  c  désignent  des  constantes.  Ce  fait  n"a  rien  de  surprenant,  et  il 
est  probablement  général;  mais,  nous  n'avons  pas  à  l'utiliser. 

6.   L'expression  introduite  plus  haut 

joue  dans  l'extension  des  séries  un  rôle  analogue  à  celui  du  terme 
général  pour  la  convergence.  Pour  simplifier  le  langage,  nous  l'appel- 
lerons le  terme  général  étendu  de  rang  n  de  la  série  ^  a„  z",  et  n'  sera 

son  indice.  Il  est  clair  qu'il  faudra  préciser  l'arc  PQ  du  cercle  de  con- 
vergence, auquel  il  est  relatif.  Le  cercle  auxiliaire  de  centre  w  (^voir 
n"  2)  et  qui  passe  par  les  points  P  et  Q  sera  dit  le  cercle  associé  à  l'arc 
et  son  rayon  le  rayon  associé. 
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Terme  général  étendu,  cercle  et  rayon  associés  dépendent  de  l'affixc 
b  du  point  w.  Il  sera  souvent  inutile  de  dire  à  quelle  valeur  de  b  l'on  se 
sera  arrêté,  il  suffira  que  |^|  soit  assez  petit;  elV  on  entendra  que  cette 
dernière  condition  est  satisfaite  lorsque  la  position  du  centre  co  ne 
sera  pas  spécifiée  (  '  ). 

Voici  une  dernière  définition  :  Nous  appellerons  «"='"*c'«5em6/e</f,s 
coefficients 

6Ïq,        ûf,,        ^2»        ■••?        ^h)        '"'î 

la  suite 

an,     ««.,»      •••'     ««■ 

de  ceux  qui  figurent  dans  le  terme  général  étendu  de  rang  n. 

L'étude  directe  du  terme  général  étendu  paraît  peu  pratique  (^). 
Aussi  allons-nous  d'abord  nous  servir  du  résultat  fondamental  énoncé 
au  n"  o,  sans  même  nous  préoccuper  de  la  nature  des  coefficients  a. 
Nous  formerons  des  séries  ayant  des  arcs  de  points  singuliers  ou  admet- 
tant le  cercle  de  convergence  pour  coupure. 


Formation  de  séries  ayant  des  singularités  données 
sur  le  cercle  de  convergence. 

7.  Dans  le  cas  général,  une  série  de  Taylor  admet  son  cercle  de 
convergence  comme  coupure.  —  La  démonstration  que  INL  Borel  a, 
pour  la  première  fois,  donnée  de  cet  important  théorème  s'appuie  sur 
la  considération  d'une  fonction  entière  associée  à  la  fonction  pro- 

(')  11  ne  serait  même  pas  nécessaire  dans  nombre  de  cas  de  dire  si  le  terme 
général  étendu  a  été  obtenu  plutôt  par  la  substitution  :;  =  6  -h  s'  que  par  une 
autre;  mais  si  l'on  ne  faisait  pas  cette  hypothèse  on  serait  conduit  à  des  compli- 
cations de  langage  inutiles. 

(')  Une  des  représentations  conformes  qui  fournissent  pour  les  a  les  valeurs 
les  plus  simples  est  z  =:  6e"'.  Le  coefficient  complet  de  z'"  est,  en  eflTel, 


îy^prtp^/'/;"- 


Cependant,  même  dans  ce  cas,  le  calcul  pour  certaines  lois  des  «^  est  difficilement 
abordable. 
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posée,  et  sur  ce  fait,  que,  pour  de  grandes  valeurs  de  rargument,  le 
module  maximum  de  la  fonction  auxiliaire  diffère  peu  de  celui  de  poly- 
nômes obtenus  en  ne  conservant  qu'une  partie  de  ses  termes.  Cette 
dernière  propriété  est  semblable  à  celle  établie  au  n°  5.  Celle-ci  va  nous 
permettre,  sans  le  secours  de  la  fonclion  associée,  de  donner  du  même 
théorème  une  démonstration  qui  a  des  analogies  avec  la  première,  mais 
qui  est  un  peu  plus  simple. 
Soit  une  série  de  Taylor 

(0  /(--)  =  2;  ^'.--^ 

dont  le  rayon  de  convergence  est  l'unité.  Etudier  cette  série  dans  le 
voisinage  de  la  valeur  e"'""  revient  à  étudier  là  suivante  : 

dans  le  voisinage  de  :;  =  i.  Relativement  à  ce  point,  le  terme  général 
étendu  de  la  série  (4)  est 

^p  a^_„  a^  e-'-'""  =  w„  (  w  ) . 

Si  b  est  l'affixe  du  centre  du  cercle  associé,  il  existe  certainement  un 
angle  27tCo  tel  que  la  plus  grande  des  limites  de  la  suite 

i 

|"«(^'^)l"  ("  =  I,  a,  3,  ...) 

soit ->  valeur  qui  d'ailleurs  ne  peut  être  surpassée  quel  que  soit  m. 

Donc,  si  U„  désigne  le  maximum  du  module  de  //„(w)  quand  w  varie 

1 

de  o  à  27:, r  est  la  plus  erande  des  limites  de  U".  Soit  co„  la  valeur 

'  I  —  0  '■        ^ 

ou  une  des  valeurs  de  to  (de  o  à  i),  faisant  atteindre  à  ii„{(.o)  son 
maximum. 

On  peut  former  une  suite  d'ensendjlcs  de  coefficients  a  sans  parties 
communes  et  tels  que  la  suite  S  correspondante  de  U„  ait  effective- 
ment    _     pour  limite.  Or,   si  la  série  (i)  est  quelconque,  sous  la 

Jouin.  de  Math.  (5"  série),  lome  V.  —  Fasc.  IV,  iSgy.  -It* 
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réserve  que  le  rayon  de  convergence  est  égal  à  l'unilé,  les  points  e-~"^» 

n'ont  aucun  lien  entre  eux-;  ces  points  forment  un  ensemble  V  qui 

correspond  à  S.  Dans  le  cas  général,  il  y  a  une  inlinité  de  ])oints  de  ^ 

sur  tout  arc  PQ  de  la  circonférence  de  convergence.  Or,  s'il  existait 
un  pareil  arc  PQ,  régulier  pour  la  fonction  (i),  pour  chaque  valeur 
de  w  relative  à  cet  arc,  le  développement 

(5)  2;fy/'"(^'-'"™):^" 

serait  convergent  dans  un  cercle  de  rayon  supérieur  à  un  nombre  A , 
supérieur  lui-même  à  i  —  b.  Par  suite,  pour  toutes  ces  i^alcuis  de  co, 
on  aurait  à  partir  d'une  certaine  valeur  de  n 

(6)  \ii_r'\he^-'n\<j 

et  aussi  (') 

(7)  !"„(-)!"<■;         à<F<7^ 

C'est  là  une  conséquence  en  contradiction  avec  la  dislriliuliou  des 
points  de  V;  le  théorème  est  donc  établi. 

8.  Pieinier  exemple  de  fornialion  des  ■s(-ries.  —  Soit 

(0  ^a.z", 


(')  Si  l'on  se  reporte  au  n"  k,  on  remarque  eu  eflet  que  la  série  (i)  n'intoiviciil 
dans  la  démonstration  (|ue  par  l'inégalité 

\a,,\<^]ll^, 

de  sorte  qiio  pour /oH^t'.s' les  séries  dont  les  modules  ont  une  limite  su|)érit'iiit'  (iiiii' 
à  l'intérieur  d'un  cercle  fixe  concenlri(]ue  au  cercle  de  convergence,  il  v  a  un 
momenl  à  partir  duquel  la  racine  n^'"""  de  l'ensemble  des  termes  négligés  reste  en 
valeur  absolue  inférieure  à  une  conslaïUe  arbilraireinenl  citoisie.  Tel  est  évi- 
demment le  cas  pour  les  séries  (5)  et  l'on  peut  ainsi  ))asser  de  l'inégalité  ((i)  à 
l'inégalité  (7). 
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une  série  pour  laquelle  le  point  d'affixe  +  r  est  singulier.  Le  terme 
général  étendu  par  rapport  à  ce  point  étant  désigné  par  w,,  la  plus 
grande  des  limites  de  la  suite 


est T'  f>  avant  la  même  sinnilication  qu'au  numéro  précédent.  On 

I  —  h  •'  '  '  ' 

ne  changera  pas  cette  limite  maximum  en  ne  conservant  de  la  suite 
qu'une  infinité  de  termes  convenablement  choisis.  Cette  restriction 
doit  d'ailleurs  être  levée  si  la  suite  considérée  a  une  limite,  au  sens 
ordinaire  du  mot.  Il  résulte  de  là  que  si,  sans  changer  le  rayon  de  con- 
vergence de  la  série  proposée,  nous  modifions  ses  coefficients  à  l'excep- 
tion de  ceux  qui  figurent  dans  une  infinité  de  termes  u„,  le  point  +  i 
ne  cessera  pas  d'être  sur  le  cercle  un  point  singulier. 

Remarquons  maintenant  que  si  une  série  ^  ap^-''  n'est  pas  régulière 

pour  :;  =  -4-  I,  la  série  'Sa^e'-''^'"":^  ne  le  sera  pas  pour  z  =  e-"™',  et 

que  la  suite  des  ternies  étendus  de  la  seconde  pour  la  seconde  valeur 
sera  identique  à  celle  des  termes  étendus  de  la  première  pour  la  pre- 
mière +  I.  En  rapprochant  ces  deux  remarques,  on  voit  un  moyen 
de  déduire  de  la  fonction  proposée  une  infinité  d'autres  ayant  sur  le 
cercle  de  convergence  des  points  ou  des  arcs  singuliers  fixés  à  l'avance. 
Formons  des  suites  d'ensembles  des  coefficients  a 

(S3)  E„.,     E„._,,,     E„^,,,,„     ..., 


satisfaisant  aux  conditions  suivantes  :  i"  il  n'y  a  pas  deux  ensembles 

ayant  un  coefficient  a  commun;  2°  chaque  suite  ^ donne  lieu  à  une 

i 
suite  d'expressions  |  u„\"  convenablement  choisie,  comme  il  est  dit  plus 
haut  (cette  restriction  étant  inutile  dans  le  cas  déjà  signalé).  Donnons- 


376  L.    LE  AV. 

nous  à  2irés(?nt  des  angles 

2t:co,,     2-co,,      ...,      -i-oip,      .... 

Si,  pour  chaque  valeur  de  p,  nous  multiplions  chacjue  coefUcient  a„, 

apparlenant  à   7    ,  par  c~-'~"'^v.  nous  obtiendrons  une  noinclle  srrir 

"y  a'  :■''  qui  a  tous  les  points  e'-''"'  pour  points  singuliers.  On  voit 

combien  ce  procédé  comporte  d'indétermination.  D'ailleurs,  les  ensem- 
bles eux-mêmes  E  ne  sont  pas  bien  définis,  puisque  nous  avons  assujetti 

seulement  le  rapport  —  à  rester  finalement  supérieur  à  un  nombre  fixe 

plus  grand  que  i .  Il  est  évident  que  cette  méthode  ne  nous  apprend 
rien  sur  les  points  autres  que  les  c^™'  et  leurs  points  limites. 

9.   Voici  quelques  types  de  séries  déduits  de 


Soit  2^  la  plus  haute  puissance  de  a  contenue  dans  l'entier  p. 
i"  La  série  ^  e      '"    :■''  a  pour  points  singuliers  les  sommets  d'iui 
décagone  régulier  inscrit,  l'un  deux  étant  -t-  i . 

2°  La  série  ^^c~^'P'' z^  a  le  cercle  de  convergence  pour  coupure. 
3"  Considérons  les  dilTérenccs  entre  les  quantités 


i/ï 


2_       _3^ 


et  leurs  parties  entières.  Soit  w^  la  y'''""=  (juantité  donnant  lieu  à  une 
difl'érence  au  plus  égale  à  j,  la  série 

admet  comme  arc  singulier  la  demi-circonl'érencc  ayant  pour  rayon 
bissecteur  la  partie  positive  de  Taxe  des  quantités  réelles. 
On  peut  évidemment  varier  ces  exemples  à  l'infini. 
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10.   Deuxième  EXEMPLE  :  Généralisation  d'un  lhéor(';mcdc  Wrtn- 
strnsa.  —  Soit  une  série 

(.)  /(--)  =  2^/'--'' 

telle  que  Up  soit  positif  et  que  V"^  tende  vers  i  (iiiaud  /;  estiurminieiil 
grand.  Nous  allons  chercher  à  annuler  certains  coefficients  de  manière 
à  obtenir  des  points  singuliers.  Pour  étudier  la  fonction  dans  le 
voisinage  de  la  valeur  c--'™  de  la  variable,  je  pose  :;  =  e-"'";',  en  sorte 
qu'on  a  le  développement 

(8)  ^apC^-'-P"^-.''' 

à  considérer  pour  ::  =  i .  Le  «'''"^  terme  étendu  de  cette  nouvelle  série 
est  alors 

rt         /l    ,>'-'™"_4-  fV  n  r'-"^'""^''"-!-  .  .  .  +  Kn'//«H■'•''"^""'• 

On  peut  récrire  \„+iA.'„  en   désignant   respectivement  par   A„ 
et  A'„  les  polynômes 

2a^,„a/,cos2-/JW,     ^y.p,„apûwi-pi3j. 

]  1 

L'expression  (A; -+- A);)^  étant  supérieure  à  A;;,  si  la  valeur  i  est 
singulière  pour  la  série 

(9)  ■  ^apCOiiT.p<^i.z'P 
elle  le  sera  également  pour  la  série  (8). 

11.   Voyons  à  quelles  conditions  on  aura 

(10)  cos27:/Ko>rp 

■/]  élanl  an  nombre  positif  fixe.  Soit  A  l'enlier  le  [.lus  voisin  de  /)co 
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et  0  la  diriercnce  />w  —  A,  il  suffit  évidemment  que  Ton  ail 

A  claiil  UN  noinbix'  positif  fixe,  inférieur  à  -;->  ou  bien 

en  posant  j  —  A  =  p.. 

11  résulte  de  là  que,  si  Ton  fixe  une  valeur  de  A,  les  valeurs  accepta- 
bles correspondantes  de  p  sont  les  valeurs  comprises  dans  l'intervalle 

l^^t,  1 !^.  Les  intervalles  cme  l'on  obtient  ainsi  en  donnant  à  A  toutes 

les  valeurs  entières  n'empiètent  d'ailleurs  pas  les  uns  sur  les  autres. 

Par  exemple,  si  nous  prenons  [jl  =  -  et  w  =  f ,  les  valeurs  de  /)  qui  ne 

satisferont  pas  à  rinégalité  (10)  seront 

T,  4,  6,  9,    II,    f4,    iG,   .... 

12.  Ceci  pose,  soient 

et 

f«  =y]a,,,««/,cos2'n:/>to. 

Si  dans  u„  et  v„  nous  annulons  précisément  les  coefficients  cip  (|ui  ne 
satisfont  pas  à  l'inégalité  (10),  nous  aurons 

n„>^„>r\u„. 

Or,  «,  étant  le  premier  entier  supérieur  ou  au  moins  égal  à  //,  tel 
que  a„_  ne  soit  pas  nul,  n,  —  n  reste,  pour  une  valeur  donnée  de  co, 
inférieur  à  une  limite  fixe.  En  se  reportant  à  l'expression  du  terme 
général  étendu,  on  constate  sans  peine  que  dans  ces  conditions  vm„ 
tend  vers j  lorsque  n  croît  indéfiniment,  et  que,  par  suite,  il  en  est 
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lie  même  de  \iv„.  Cette  conclusion  subsiste  si  l'on  ne  considère  (jn"nnc 
certaine  suite  formée  d'une  infinité  d'expressions  i„. 

15.  Il  suftil  donc,  pour  que  le  point  e-'"'"  soit  singuli(!r  pour  les 
séries  (9)  et  (8),  que  dans  une  infinité  d'ensembles  E„  relatifs  aux 
nombres  «„,  a,,  a.,,  ...,  les  coefficients  «^  dont  l'indice/?  ne  satisfait 
pas  à  l'inégalité  (lo)  soient  nuls.  De  là,  un  moyen  de  construire  une 
infinité  de  fonctions  admettant  des  points  ou  des  arcs  singuliers.  Su])- 
posons,  par  exemple,  qu'on  veuille  qu'un  arc  PO  soit  singulier.  On 
prendra  sur  cet  arc  des  points  e-'™.,  e'-''"'^-,  ...,  e-'™^,  ...  de  manière 
à  satisfaire  aux  conditions  suivantes  : 

1°  Tout  point  clioisi  une  fois  le  sera  ensuite  iiidéfininn-nl  ; 

2°  Tout  point  de  Tare  sera  l'un  de  ceux-là  ou  uu  de  leurs  points 
limites. 

Ensuite,  on  partage  la  suite  f/„,  «,,«.,  ...  en  ensembles 

qui  ne  sont  pas  nécessairement  successifs,  mais  quin'enqjiètentpasles 
uns  sur  les  autres,  et  on  les  fait  respectivement  correspondre  aux  points 
de  l'arc.  Dans  chaque  ensemble,  on  supprime  certains  coefficients  a 
d'après  le  procédé  indiqué  plus  haut.  Le  nombre  y]  de  l'inégalité  (lo) 
peut  d'ailleurs  varier  avec  chaque  nouvel  angle  2-co.  Enfin,  on  peut 
encore  supprimer  d'autres  coefficients,  pourvu  que  dans  la  suite  d'en- 
sembles E„  relatifs  à  l'un  quelconque  des  angles  2-co,  la  différence 
//,  —  «  ne  devienne  pas  infiniment  grande  avec  n.  Toute  série  obtenue 
par  cette  méthode  répond^-a  à  la  question.  Nous  parvenons  ainsi  à  une 
extension  d'un  théorème  de  Weierstrass  sur  l'impossibilité,  pour  la 
fonction  y^a'' :■""',  de  sortir  du  cercle  de  convergence.  ///  étant  lui 
entier  ('). 


(')   Traitr  cl  Analyse  àe  M.  Picard,  l.  Il,  (.liai).  II. 
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Formation  de  séries  régulières  le  long  d'un  arc  du  cercle 
de  convergence.  Enveloppes  de  séries. 

14.   Imaginons  des  séries 


salifaisant  aux  conditions  suivantes  : 

I"  Ces  séries  ont  un  cercle  de  convergence  de  rayon  égal  à  l'unilé; 

2"  Elles  sont  régulières  le  long  d'un  arc  PQ  de  ce  cercle; 

■3"  Les  racines  n""""'  des  modules  des  coefficients  a„ /,  onisimiillanc- 
Dwnl  4- 1  pour  limite  supérieure; 

4"  Les  racines  «■^"'«•^  des  modules  de  leurs  termes  étendus  de  rang  n 
relatifs  à  l'arc  PQ  ont  simultanément  pour  plus  grande  limite  au  plus 
l'inverse  du  rayon  associé  ('). 

5°  Dans  les  différences  /„+,(:•)  —  /„(:•)  les  termes  dont  le  rani; 

varie  de  n  à  9 («), restant  supérieiir  à  un  nombre  plus  grand  (jue  1 , 

admettent  comme  termes  majorants  ceux  d'une  certaine  série  fixe  ptus 

('  )  En  disant  que  des  suites,  dépendant  de  l'indice  *, 


ont  simultanément  au  plus  t  pour  limite  supérieure,  j'entends  que,  quel  que 
soit  l'  supérieur  à  /,  il  y  a  une  valeur  de  n  telle  que  pour  p^n  et  i  quelconque 
on  a 

C,,,i<l'. 

En  se  reportant  au  début  du  Chapitre,  à  l'exposé  delà  méthode,  on  voit  de  suite, 
en  vertu  de  la  condition  3°,  que  si  la  condition  /l"  est  vérifiée  pour  une  certaine 
forme  du  terme  étendu,  c'est-à-dire  pour  un  certain  choix  de  Vindice  de  ce  terme 
en  fonction  de  son  rang,  elle  l'est  également  pour  toute  autre  forme  (le  cas  de 
l'indice  infini  n'est  pas  exclu). 
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ch'nduc,  c'cst-à-dirc  de  rayon  do  convergence  plus  grand  que  celui  des 
séries /(r),  ^l,'' zP{h<^\). 

Ces  conditions  seront  dites  les  condifion.s  fondcuitentales. 

Si  9(")  n'est  pas  une  fonction  non  décroissante,  remplaçons-la  par 
une  autre  qui  lui  soit  au  plus  égale  et  qui,  elle,  jouisse  de  cette  pio- 
pricté;  choisissons  ensuite  cette  nouvelle  fonction  comme  indice  n'  des 
termes  étendus  de  rang  n.  Supposons  enfin,  ce  qui  est  permis,  lï  tel 
(jue  "\jn'  ait  i  pour  plus  grande  limite;  cette  hypolhcse  exclut  des  modes 
de  croissance  trop  rapide  de  n' . 

15.  Des  séries  proposées  nous  allons  déduire  de  bien  des 
inanièi'es  de  noinelles  séries  ayant  un.  rayon  de  eo/nergence  au 
moins  égal  à  i  cl  régulières  le  long  de  l'arc  PQ. 

On  peut  dire,  par  une  comparaison  naturelle,  que  les  séries  /sont 
tangentes  deux  à  deux  le  long  de  polynômes  de  plus  en  plus  étendus  et 
éloignés;  le  polynôme  de  contact  de  la  série  /"„  avec  la  suivante  /"„_, 
est  foi'mé,  par  exemple,  des  termes  de  /„  dont  le  degré  va  de  n  à  //  . 

Or  formons  une  sérieV  (z)  =  y  A   z^  en  pre/ianf  le  /erme  A    z/"  an 

liasard  dans  une  des  séries  f  où  il  figure  dans  un  polynôme  de 
contact.  Je  dis  que  F(r)  répond  à  la  question. 

Soient,  en  effel,  ?/„,,,  f/„  .,,  ....  u„„  et  U„  les  termes  généraux  étendus 
de  rang  n  des  séries  /,,  /j,  ...,  /«et  F,  et  évaluons  la  différence 
l  „—  u„„.  Dans  ce  but,  je  prends  un  coefficient  A^  qui  entre  dans  V „, 
et  je  suppose,  par  exemple,  A^=  aj,/,.  On  a,  si  h  >  n. 


'■p.h  ■ 


(«P.,,^.  —  «,..«)  +  •  ■  •  +  {ap.k  —  "/,./-!  )• 


Toutes  les  différences  sont  inférieures  en  module  à  li'',  car  <^/ /,„;'' 
et  ttpi^z''  faisant  partie  des  polynômes  de  contact,  il  en  est  de  même  des 
termes 

D'ailleurs  le  nombre  de  ces  diflërences  ne  dépasse  pas  n' ;  donc 
on  a 

Joain.  de  Math.  (5' série  ),  loiiie  \     —   Fasc.  IV,  i8i)(i.  -l9 
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Par  suite,    L  „  —  ii„„  \  est  inférieur  à  n'  fois  le  terme  étendu  relatif  à 

la  série  V  A'';'';  et  comme  \  n'  a  pour  plus  grande  limite  i ,  il  résulte 

de  là  et  de  riiypothèse  4°  que  la  limite  maximum  de  |U„|  est  au  plus 
l'inverse  du  rayon  associé.  La  proposition  est  donc  établie. 

En  reprenant  notre  image  géométrique,  on  voit  que  la  série  F(c) 
est  en  quelque  sorte  Y erueloppe  des  séries  proposées.  Cette  enveloppe 
n'est  pas  déterminée  dune  manière  unique. 

l(j.  Pfemière  application.  —  Soit  /'(-)  une  fonction  n'ayant  sur 
le  cercle  fondamental  que  le  point  -h  i  comme  point  singulier.  La 
substitution  ^'  ^  i  —  x  -+■  xz,  où  x  désigne  un  nombre  positif  infé- 
rieur à  I ,  permet  de  former  de  nouvelles  fonctions  /(  i  —  a?  +  .x-::)  qui 
se  trouvent  dans  les  mêmes  conditions  que  la  première. 

Traçons  un  cercle  c,  de  centre  co  situé  sur  la  partie  négative  de  Taxe 
des  quantités  réelles,  débordant  d'aussi  peu  que  l'on  veut  sur  le  cercle 
fondamental,  à  l'exception  d'un  arc  très  petit  laissé  en  dehors  et  sur 
lequel  est  situé  le  point  +  i .  Les  extrémités  d'un  diamètre  de  ce  cercle 
ont  pour  affixes  i  —  £,  —  i  —  z' .  Si  l'on  suppose  que  x  reste  supérieur 
à  un  nombre  positif  fixe  a,  au  cercle  c  du  plan  des  r  correspond  dans 
le  plan  des  :;'  un  cercle  c'  intérieur  à  un  cercle  fixe  C  dont  un  diamètre 
a  pour  extrémités  les  points  i  —  as,  —  i  —  t'.  Sur  ce  cercle  et  à  son 
intérieur  (s.'  étant  suffisamment  petit),  f{^')  est  holomorphe  ;  j'ap- 
pelle DK.  le  maximum  de  son  module. 

Alors,  au  point  co,  R  étant  le  rayon  du  cercle  c,  on  a 

_l_  I  c/"  /(  i  —  .r-hJ-z)  I         Olç 
n  !  I  d^'  I  "^  ÎF  ■ 

Donc  il  existe  un  nombre  A,  aussi  peu  supérieur;!  i  que  l'on  voudra, 
tel  que  l'on  ait,  à  partir  d'une  certaine  valeur  de  n,  et  quel  que  soit  x 
entre  a  et  i , 

y    nl\  dz"  !-„  ^  H  ■ 

Ainsi,  si  l'on  donne  à  x  des  valeurs  x,,x.,,  ...,x„,  ...,  les  séries 
correspondantes  satisfont  aux  conditions  fondamentales  i",  2"  et  \". 
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La  troisième  condi lion  estévidoininentvérifioe;  cherclioiis  à  réaliser 
aussi  la  cinquième. 


17.   Posons 


I    d'^  f(i  —  .r  +  xz) 


dz-  -«^•^■'-)' 


et  désignons  par  x'  et  x"  deux  valeurs  quelconques  de  x  dans  les  limites 
indiquées. 
On  a 

g{x',  g)  -  g{x",  o)  =  (x'-x")a['^-^;^.'°^J^^^ 

avec 

et 

a^'  <  ^  <  *■" 

ou 

.r'>?>a;". 

Or,  si  l'on  pose 

et  si  l'on  choisit  un  nombre  t  un  peu  supérieur  à  i ,  il  existe  une  con- 
stante M  telle  que 

\a^\<tPU. 

Lorsque  z  restera  sur  un  cercle  de  rayon  r  inférieur  à  -  le  module 

(Je  df{\  —  jc  +  .rz)  j.gy^gj.g  manifestement  inférieur  à 
d.v 

A  <(!  +  /•) 


[i  —  l{i  —  x-^xr)Y 
et,  par  suite, 

I -(.r  ,  o)  -  g{x  ,  o)|  <  ^„[-,_i(,_ç  +  |,.)j. 

Supposons  que  Ton  prenne,  entre  a  et  i ,  les  nombres  a,,  x.,,  .  .  ., 
X  „  ....  de  manière  que  /a  plus  grande  des  limites  des  termes  de  la 
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suite 


soil  un  noinhfe  k  inférieur  à  i.  Il  suffira  de  choisir-  et  /•supérieurs 

à  A,  puis  uu  nombre  /compris  entre  A  et  /•,  pour  ([ue  le  coefficient  du 
terme  de  rang  //  dans  la  dilTérence 

,/\'l   —  ./■/,^,  -f-  ^>M  -)—/(!  —  Xp+  XpZ)\ 

soil,  à  partir  d'une  certaine  valeur  de  p.  plus  petit  en  module  que 

où  P  désigne  une  constante. 

Dès  lors,  si  n  varie  de  p  à  /)(i  -H  s),  £  étant  positif,  fixe  et  convena- 

hlement  choisi,  cette' expression  P  x  —  est  inférieure  au  coefficient  de 

rang-  n  d'une  série  de  comparaison  dont  le  rayon  de  convergence  est 
plus  grand  que  l'unité;  et,  par  suite,  les  fonctions  /  satisfont  à  la 
cinquième  condition  fondamentale. 

Ainsi  les  x^  étant  choisis  comme  il  a  été  dit,  ou  peut,  par  la  niétliodi' 
(>xposée  au  n°  13,  déduire  des  séiùes  /(i  —  x ^^  x ^z)  une  infinité 
dautres  régulières  sur  le  cercle  de  convergence,  sauf  peut-être  au 
point  I . 

Remarque.  —  D'autres  substitutions  conduisent  à  des  résultats 
analogues;  je  citerai  la  suivante 


18.    Deuxikme  applicatio.n  :  Séries  dont  les  eoejjicients  de  ra/ii;  n 
sont  certaines  fonctions  de  ~  •  Soit  n  un  entier  non  néijatif  et  la  série 

Les  fonctions  S(|('r),  S,!;),  S^('j),  ...  satisfont  évidemrneni  aux 
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trois  prema-res  conditions  fondamenlales  (n"  14);  et  le  point  -4-  i  est 
leur  seul  point  singulier  sur  le  cercle  de  convergence.  //  en  est  de  mèim- 
(les  fonctions 

/o(-)  =  C„So(-), 

/.(3)  =  c„S„  +  c,S., 

(.7) 

fp{--)  =  '^0 S„  +  c,  S,  +  . . .  +  r,,S,„ 


où  les  c  désignent  des  constantes  telles  que  la  série 

<■„  +  c,  /  +  c,  /-  +  ...  +  '>/''  -f-  .. . 
admet  un  cercle  de  convergence  de  rayon  r  dilVérent  de  o. 

19.  Relativement  à  un  arc  quelconque  PQ  du  cercle  de  rayon  i,  ne 
comprenant  pas  H-  i,  je  dis  que  la  quatrième  condition  est  aussi  véii- 
tiée  par  les  fonctions  /(:■)■ 

A  cet  efïet,  je  considère  les  séries 


(.3) 


^p('-^  =  b 


(h^>}'' 


déduites  des  S^(:;)en  laissant  décote  leurs  A  —  i  premiers  termes,  .le 
suppose  que  dans  une  aire  A  en  tout  point  de  laquelle  on  peut  arriver 
en  restant  à  son  intérieur  et  en  suivant  un  segment  issu  de  l'origine, 
5^(3)  soit  holoraorplie  et  que  son  module  en  un  point  3  quelconcpie 
(l^l  =  p)  soit  au  plus  égal  à  M^c\  M,,  étant  une  certaine  conslanle. 
L'intégrale 

est  holomorphe  dans  la  même  aire  et  définit  P,^  ,  (  :).  L)  ailleurs 


f 


Pni--) 


h 


<  f   M.f 


do  = 


.M  ,,2" 


Donc,  en  un  point  z  de  l'aire,  si  l'on  pose 

|c-^m(-)1<M,,,,?*, 
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on  peut  prendre 

M      -^ 

Donc,  enfin 

^^^p—  hp 

Soient  Rie  rayon  et  h  Taffixe  du  centre  du  cercle  associé  à  Tare  PQ, 
OK  le  maximum  de  E»  i-)  sur  ce  cercle,  on  a  évidemment,  dès  que  n  est 
supérieur  à  /( , 

I  \d"fp{z)\     ^^^rci  |£j       |c^  ,L£.d'. 

Or,  si  Ton  suppose  j  plus  petit  que  le  rayon  ;•  de  la  série  ^  c,„r', 
la  propriété  annoncée  devient  évidente. 

«JO.  Enfin,  /„^,  {z)  -  /„(-)  =  c„  S„(:;).  Dans  cette  différence,  les 
termes  dont  le  rang-  varie  de  n  à  la  valeur  plus  grande  '^{n)  sont  com- 
parables à  ceux  d'une  série  fixe  plus  étendue  pour  o{ji)<isnhn, 
s  étant  un  nombre  positif  fixe  quelconque. 

Donc,  si  l'on  désigne  par  v  une  fonction  de  «,  prenant  des  valeurs 
entières  au  plus  égales  à  n  et  telles  que  «soit  inférieur  à  .yvLv,  Ja  srric 

C,  C,  Cv 

4-  -  -t-  ^  -f- .  .  . -I-  — 
n  n-  n' 

a  le  seul  point  singulier  -\-  i  sur  le  cercle  de  comergence. 

21.  On  peut  compléter  les  résultats  cpii  précèdent.  Soient '|„(/)  des 
séries  n'ayant  pas  de  termes  de  degré  inférieur  à  «  -t-  i  et  dont  le  rayon 

de  convergence  surpasse  ->  A  étant  un  nombre  lixe  supérieur  à  i .  Sup- 
posons qup  /  décrivant  un  cercle  de  rayon  au  moins  égal  à  -  et  dont  li- 
centre  est  à  l'origine,  le  module  des  ^„(0  reste  fini,  il  est  clair  que  la 
série  V  t|>„  (  -  j  /"  a  un  cercle  de  convergence  de  rayon  plus  grand  ipie  i . 
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Associant  cette  remarque  aux  conclusions  ci-dessus,  faisons  v  =  n,  cl 
nous  aurons  le  théorème  que  voici  : 

Théorème.  —  Soient  des  nombres  c^,  c,,  ...,  r^,,  ...  tels  quclasérie 
V  r,^in  ait  un  rayon  de  convergence  différent  de  o,  et  des  fonctions 

go{l'h       .^.(0,        •••,       gn{i).        ■■■, 

satisfaisant  aux  conditions  suivantes: 
r^  On  a,  en  ordonnant , 

gnin  =  '-■„  -1-  c,  /  + . . .  -H  c„i"  +  ■}„(0i 

2"  //  existe  un  nombre  À  supérieur  à  i ,  tel  que  le  rayon  de  con- 
vergence de  la  série  g„(t)  soit  plus  grand  que  -; 

3°  Lorsque  l'on  fait  décrire  à  t  une  circonférence  dont  le  centre 
est  à  l'origine  et  dont  le  rayon  est  au  moins  égal  à  -,  la  suite  des 
modules  des  fonctions  •|„(/)  a  une  limite  supérieure  finie. 

Le  point  -i-  i  est  le  seul  point  singulier  de  la  série 'y^g,,  (-  j  :" 
SU!'  le  cercle  de  convergence. 

22.  Cas  particulier.  —  Les  fonctions  gn(0  peuvent  être  idcnti- 
(jues;  on  a,  dans  ce  cas,  la  série 

g{t)  étant  Jiolomorphe  à  l'origine.  (On  supprime  au  besoin  les  pre- 
miers coefficients  de  la  série  en  :;.) 

Exemples  : 

1 

Zà'j^Ti^  '   Zà'-  -'  '    ■•■■ 

23.  Troisième  application  :  Séries  dont  les  coefficients  de  rang  n 
sont  certaines  fonctions  de  n. 
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Cette  application  se  présente  d'une  manière  toute  semblable  à  la 
précédente. 

Soit  p  un  entier  non  négatif  et  la  série 

Les  fonctions  S„(^),  S,(r),  So(:),  ...,  satisfont  aux  deux  premières 
conditions  fondamentales,  et  ont  seulement  -+-  i  pour  point  singulier 
sur  le  cercle  de  convergence  et  même  dans  le  plan.  //  en  est  de  niârn'' 
dt's  fonctions 

I  /„(.-)  =  CoS„(r), 


où  les  r  sont  des  constantes.  Mais,  si  la  série  ^^  rpC  est  une  fonction 

rulière,  d'ordre  (  ')  plus  polit  que  i,  ce  que  nous  supposerons,  l'ex- 
pression 

fi'-'nl  +  |c,|«  +  \cAn-  +  .. .+  |c„l/^''-t-. .  .1" 


(')  Les  relations  entre  la  distribution  des  zéros  d'une  fonction  entière  et  la 
grandeur  de  la  fonction  ont  été  étudiées  par  MM.  Poincaré  et  Hadamard,  puis 
par  M.  Borel  qui  a  défini  et  utilisé  dans  ces  recherches  la  notion  de  Vordrc  de  la 
fonction  '[Sur  les  zéros  des  fondions  entières  {Acla  rnalhemalica.  t.  XX; 
Comptes  rendus,  24  janvier  1898)].  Nous  ne  retiendrons  de  cette  notion  que  ces 

deux  ])oints  :  l'ordre  a  d'une  fonction  entière    7  <7,,  :"  est  la  plus  giande  de- 

liiuiles  des  termes  \-^ —   •  Si  l'on  désigne  par  M(/)  le  maxiuuim  du  module  de 

hi  fonction  pour  |  c  |  —  /•,  l'ordre  est  la  plus  grande  des  limites  de  j — ; —  poui- 

/    infini.   En  d'autres  termes,  quel  que  soit  a'  supérieur  à   7  on   finit  par  a\oir 

constamment  |f/„|<  — ^  et  M(/)  <  e'",  et  a  est  le  plus  petit  nombre  pour  lequel 

n^ 
cette  propriété  ait  lieu. 
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il  pour  limite  maximum,  pour  n  infini,  l'unité,  et,  par  suite,  les  fonc- 
tions /  remplissent  aussi  la  troisième  condition.  Je  dis  que  la  quatrième 
est  également  vérifiée  pour  tout  arc  PQ  du  cercle  de  convergence,  qui 
laisse  en  dehors  le  point  singulier.  A  cet  effet,  nous  utiliserons  la 
relation 

(16.)  .-ll^^S,.,(..) 

qui  nous  permettra  de  trouver  des  limites  successives  des  modules 
des  S. 

24.  Soient  d  la  distance  d'un  point  z  au  point  +  1  et  /?  le  module 
de  z.  Je  suppose,  hypothèse  vérifiée  pour  les  premières  valeurs  de  //, 
qu'il  existe  des  constantes  M,,   ...,   M^  telles  que  l'on  ait,  dès  (|uc 

(>;)  iS.(^-)l<-^  si  d<i, 

et 

(•»)  |S,(..)[<'^         si         d>u 

Je  vais  montrer  qu'on  peut  trouver  une  nouvelle  constante  M^^.,  de 
manière  que  les  inégalités  précédentes  soient  encore  satisfaites  pour 
/i  =  p  -h  i ,  el  établir  une  relation  simple  entre  les  constantes  M  ainsi 
introduites.    ■ 

Traçons,  d'un  point  z,  autre  que  i,  comme  centre  un  cercle  C  de 
rayon  c  inférieur  à  d  et  posons  d  =  c  -h  0'  ;  comme  la  limite  supérieure 
donnée  pour  le  module  d'une  fonction  Sa(:;)  décroit  quand  ;  s'éloigne 

du  point  singulier,  le  maximum  de  |Sy,(^)|  sur  C  est  inférieur  soit  à  V^. 

soit  à  -KT  selon  que  0'  est  plus  petit  ou  plus  grand  que  i .  Soit  p.  celle 
des  deux  quantités  qu'il  convient  de  choisir.  On  a  donc  au  centre  du 

cercle    — V— ^   <  •?•  Si  0  <  1 

I       a-:       I    ^  0  ^ 

(A   _   M^_ 

3  00''' 
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Or  le  maximum  de  ^c'p  a  lieu  pour  0  =  T+T  ^'  ''  '^^^  *^^'^^  '^ 


Aussi  adopions-?wus  dèiiml'wemenl  comme  rayon  de  C  la  loiigueiii 
— ^ .  Si  — ^  f/  est  inférieur  à  i ,  nous  aurons  en  vertu  de  régalité  (  iGj 
et  pour  le  centre  du  cercle 


Si  — ^^(/  est  supérieur  ou  ésral  à  i ,  nous  aurons  rinégalité 


1S,.,(.)|<^>(.  +  ^)|- 


Or,  dans  le  premier  cas,  p,  et  dans  le  second  i  i  +  -j  ^restent  finis; 
soit  A-  une  limite  supérieure  de  ces  quantités;  si  l'on  désigne 

par  M/,^_|,  on  peut  écrire  soit 

(19)  1S,.,(3)I<^^- 
soil 

(20)  |s,..(--)|<^- 

D'ailleurs,  si  d  est  supérieur,  mais  — ^^ — d  inférieur  à  l'unilé,  i\i' 
'  ^  '  P  +  ^ 

l'inégalité  (18)  qui  a  lieu  on  déduit  a /0/7/0/7  l'inégalité  (  20  ),  de  soric 
que  les  relations  (19)  et  (20)  sont  satisfaites  dans  les  mêmes  condi- 
tions que  celles  (17)  et  (18)  qui  avaient  lieu  par  hypothèse. 
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lùifin,  on  pcul  trouver  M„  tel  que 

|S„(.-)i<^         si         d<x, 
|S„(..)j<M„        si         dix. 

Soit  M  le  plus  grand  des  deux  nombres  M„  et  M,.  On  a,  quel  que 
soit  /), 

Donc,  si  (/  >-  I 

(2.)    |/,(s)!<^!!c„K/+|c,|  +  !c,|2!^A-^...  +  jc„|^,!r"- A'"-' -...;. 

et  si  f/^i 

(22)    l//:^)l<MJ^  +  ^  +  ^.!eA-+...  +  L^:-l«!.''-'A-''-^...j. 

Donc,  dans  une  région  où  d  a  un  minimum,  l'ensemble  des  fonc- 
tions /  (-)  admet  pour  les  modules  de  ces  fonctions  une  limite  supé- 
rieure finie.  Achevant  alors  le  raisonnement  comme  au  n"  19,  on 
conclut  de  même  que  la  quatrième  condition  est  vérifiée. 

*io.  Formons  à  présent  la  différence  /„^,  (r)  —  /„(:■)  ou  c„  S„(^). 
Si  Y  est  l'ordre  de  la  série  '^Cf.C,  et  si  y  <  7'<  i,  on  finit  par  avoir 
constamment 

le  coefficient  de  z-P  dans  c„S„  est  donc,  du  moins  à  partir  d'un  certain 
moment,  inférieur  en  module  à  ^-  On  voit  aisément,  en  étudiant  la 

racine  p'"""'  de  celte  expression,  que,  si  .s  désigne  un  nombre  quel- 
conque, on  pourra,  afin  d'avoir  les  polynômes  de  contact  des  fonc- 
tions /.  faire  varier  p  de  n  k  o(n).  z,(n)  ne  dépassant  pas  snLn. 
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Ainsi,  désignons  par  v  une  fonction  de  n  qui  prend  des  valeurs 
entières  au  plus  égales  à  n  et  telles  que  n  soit  inférieur  à  .svLv  :  la 
série 

^"(c„  +  c,  «-I-  .  .  .  4-  c^ii')z" 

a  le  seul  point  singulier  +  1  sur  le  cercle  de  convergence. 

26.  Ces  résultats  se  complètent  comme  ceux  de  l'application  précé- 
dente, au  n"^  21.  Je  me  borne  donc  à  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Soient  des  nombres  C(,,  c,,  .  .  .,  c  ,  ...  tels  que  la 
série  ^c  iC  définisse  une  fonction  entière  d' ordre  plus  petit  que  1 . 
et  des  fonctions 

satisfaisant  aux  conditions  suivantes  : 
i"  On  a,  en  ordonnant 

g„{t)  =  c„^cj^...-h  cj"  +  •]/„(/) ; 

2°  //  existe  un  nombre  A  supérieur  à  1 ,  tel  que  le  rayon  de  con- 
vergence de  la  série  g,^  (t)  soit  plus  grand  que  \n  ; 

3°  Lo/'squ'on  fait  décrire  à  t  une  circonférence  dont  le  centre 
est  à  l'origine  et  dont  le  rayon  est  au  moins  égal  à  \/i,  la  suite  des 
modules  des  fonctions  '\i„{t)  a  une  limite  supérieui-e  finie. 

Le  point  -+- 1  est  le  seul  point  singulier  de  la  série  N  gn(")  ~"  ■'"''' 
le  cercle  de  convergence. 

27.  Cas  particulier.  —  Les  fonctions  gn(0  peuvent  être  iden- 
tiques; on  a,  dans  ce  cas,  la  série 

g( t)  étant  une  fonction  entière  d'ordre  inférieur  à  l'unité. 
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Exemples  : 

P  étant  un  polynôme.  En  combinant  les  applications  II  et  III,  on  voit 
que  Ton  peut  prendre  ^F(n);",  si  F  désigne  une  fraction. 

28.  Onpeutétendre  un  peu  les  énoncés  des  n''"26et27.  Désignons 
par  U(<)  la  fonction  entière  ^c^tP.  Nous  l'avons  supposée  d'ordre 
plus  petit  que  r.  Les  conclusions  trouvées  subsistent  si  \J{t)  est 
d'ordre   i,  pouna   que  le  maximum   P,.  de  son  module,  pour  les 

valeurs  de  la   variable  de  module  r,  soit  tel  que  P"  ait  pour  plus 
grande  limite  Vanité  quand  r  devient  infini.  Posons 


kj  =  i^ 


je  dis  d'abord  que  u^  tend  vers  o  pour  p  infiniment  grand.  En  effet, 
on  a  quel  que  soit  r 


d'où 


K\<^' 


u<^  =  ^. 


Or     soit   -  =  /•',  O  un  nombre  positif  fixe  et  r"  un  nombre  tel  que 
'  P 

(p!r=Q. 

Quand  /■  croit  indéfiniment,  P'^  finit  par  rester  inférieur  à  tout  nombre 
supérieurài,  donc  r"  est  infiniment  grand;  par  suite,  on  peut  choisir /' 
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de  manière  qu'il  reste  inférieur  à  /•",  mais  qu'il  devienne  infini  ainsi 
(jue  —  ou  p.  Dès  lors  u    qui  est  inférieur  à  -j  tend  vers  o. 

Réciproquement,  si  u^  tend  vers  o,  P).  a  pour  plus  grande  limite 

l'unité.  On  le  voit  sans  peine  en  décomposant  ^  (— )  i''  en  deux 

parties  :  Tune  contient  les  termes  tels  cjue  p^r^  sa  valeur  est  limitée; 
l'autre  est  un  polynôme  dont  le  nombre  de  termes  est  au  plus  égal  à  /•, 

et  l'on  prend  la  plus  grande  des  puissances  -  de  chacun  de  ces  termes, 

elle  tend  vers  i;  donc,  la  proposition  est  établie.  Ainsi,  il  faut  et  il 

I 
suffit  que  u  tende  vers  o  pour  que  la  plus  grande  limite  de  P^  soit  i . 
Nous  plaçant  dans  cette  hypothèse,  nous  constatons  que  les  fonc- 
tions /"  satisfont  encore  à  la  troisième  et  à  la  cjuatrième  condition,  par 
les  mêmes  raisonnements  qu'aux  n°*  23  et  24.  Quant  à  la  cinquième, 
étudiée  au  n"  2o,  elle  ne  le  sera  que  si  l'on  fait  varier /j  de  n  à  o{n), 
'^{n)  n'augmentant  pas  trop  rapidement,  le  mode  de  croissance 
tnaximum  dépend  de  la  manière  dont  u ^  tend  vers  o.  Le  théorème  du 
II"  2G  ainsi  que  sa  conséquence  subsistent  intégralement. 

29.  Remarque  sur  une  extension  de  la  méthode  qui  a  fait 
l'objet  des  applications  précédentes.  —  La  méthode  exposée  aux 
n""  14  et  15  peut  être  présentée  d'une  manière  un  peu  plus  large. 
Reprenons  les  mêmes  séries  et  les  cjuatre  premières  conditions.  La 
cinquième  peut  être  modifiée  comme  il  suit  : 

Supposons  qu'il  existe  deux  fonctions  u(//),  ^(n)  non  décroissantes, 
la  première  inliniment  grande  avec  //,  la  seconde  dans  un  rapport 
avec  la  première  (jui  reste  supérieur  à  un  noinjji'e  ^- 1 ,  et  telles 
cnliii  que  dans  les  différences  ./„+,(-) — ./«(-)  '"'s  termes  dont  le 
rang  p  est  compris  entre  u(«.)  et  cp(«)  admettent  comme  termes  majo- 
rants ceux  d'une  série  fixe  pins  étendue,  les  polynômes  do  f„(z)  et  de 
fin-t(^-)  qui  donnent  lieu  à  ces  diUërences  seront  encore  dils  poly- 
nômes de  contact.  Si  l'on  se  représente  les  coefficients  «p^.  (notation 
du  n"  14)  figurés  dans  un  Tableau  à  double  entrée  par  des  points  dans 
les  colonnes  p  et  les  lignes  k,  les  coefficients  des  termes  de  contact 
sont  situés  dans  une  sorte  de  bande  diagonale  rpic  l'on  peut  su|)poser 
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limitée  par  deux  lignes  brisées  dont  le  contour  va  sans  cesse  vers  le  bas 
ou  vers  la  droite.  Soit  \x(p)  le  nombre  de  coefficients  situés  dans  celle 

1 
bande  et  dans  la  colonne  p,  si  u.(p)''  a  pour  limite  supérieure  runitr 
pour/i  infini,  la  métbodc  des  n°"  14  et  lo  s'applique,  c'est-à-dire  que. 
en  choisissant  au  hasard  dans  les  polynômes  de  conlact  le  terme  de 
rang/3  d'une  nouvelle  série,  celle-ci  est  régulière  le  long  de  l'arc  P(^). 
La  démonstration  est  toute  semblable  à  celle  déjà  faite.  On  choisit 
l'indice  n'  du  terme  étudié  de  rang  »,  de  façon  que,  si  n,  est  la  plus 
grande  valeur  telle  que  u(n,)  soit  au  plus  égal  à  n,  9(«,)  soit  au  moins 
égal  à  «';  alors  les  coefficients  du  terme  étendu  peuvent,  par  substitu- 
tions successives,  être  remplacés  par  ceux  qui  figurent  dans/,,;  d  ail- 
leurs, la  racine  «''"'"*  du  nombre  des  substitutions  a  pour  plus  grande 
limite  l'unité;  le  raisonnement  s'achève  donc  comme  plus  haut. 

Celte  remarque  permettrait  d'énoncer  sous  une  forme  plus  générale 
les  résultats  des  n™  20  et  2o.  Nous  ne  nous  y  attarderons  pas. 


CHAPITRE  II. 

ÉTLDE,    DANS    LE    PLAN,    DES    FONCTIONS    RErRÉSENTÉES    PAR    DES    SÉRIES    DE    TAYLOK 


1.  Exposé  de  la  méthode.  -  Soit  une  fonction /(  =  )  donnée  par  le 
développement  ILa^zP  convergent  dans  un  cercle  de  rayon  différent 
de  o.  Nous  nous  proposons  de  voir  si  elle  est  holomorphe  le  lon'j; 
d'une  ligne  4^  allant  de  l'origine  à  un  certain  point  P.  Pour  étudier 
cette  question,  nous  procéderons  comme  pour  la  recherche  des  points 
singuliers  sur  le  cercle  de  convergence.  Construisons  des  cercles  de 
même  rayon  p,  dont  les  centres  O,  O,,  O.,,  . . .,  O,  sont  situés  sur  4^, 
le  dernier  confondu  avec  P,  la  distance  de  deux  centres  successifs 
étant  constamment  égale  à  un  nombre  0  plus  petit  que  p.  D'après  la 
notion  même  du  prolongement  analytique,  pour  que  la  fonction  soit 
régulière  le  long  de  la  ligne  donnée,  il  faut  et  il  suffit  (|ue  Ton  puisse 
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choisir  la  suite  de  cercles  de  manière  que  les  développements  def(z) 
relatifs  aux  centres  successifs  soient  convergents  ])our  les  valeurs  de  la 
variable  de  module  supérieur  à  p. 

2.  p  étant  donné,  désignons  par  Za„j;.^"  le  développement,  supposé 
possible,  au  point  0<  («„„  =  a„).  J'imagine /(:;)  liolomorphe  dans  les 
A  H- I  premiers  cercles  C,  C,,  C,,  ...,  C^^  et  sur  leurs  contours,  et  j'ap- 
pelle M^  le  maximum  du  module  de  la  fonction  dans  cette  région. 
Le  coefficient  de  :;"  dans  la  série  qui  correspond  au  point  O,,^,  est 
fourni  par  une  égalité  de  la  forme 

(>)  ««,/-+f=  f//a«,A+  c„+,«„^,, /,  +  ...: 

les  quantités  c„,  c„+,,  c„^2ï  ■  •  •  ne  dépendent  pas  de  la  fonction  f{:-). 
mais  de  n  et  du  segment  O/,  0^_, . 

Il  s'agit  à  présent  de  voir  quelle  est  la  plus  grande  des  limites  de 
"s!\  cia,h^\  1  pour  n  infini.  Or  nous  ferons,  dans  ce  calcul,  les  deux  mo- 
difications suivantes  : 

i"  Nous  ne  prendrons  dans  l'expression  de  f/,,,/,^,  (piun  polynôme 

Oa^_,(«)  désignant  une  certaine  fonction  de  n,  qui  prend  des  valeurs 
entières  en  même  temps  que  n. 

2"  Nous  ne  supposerons  pas  connues  les  quantités 

f'n.Aj        <2n^(,A;         ■■■)        ^9j^,ini,/i 

et  nous  leur  substituerons  des  valeurs  approchées 

de  sorte  que  nous  aurons  une  valeur  approchée  de  o„,/i„i,  soit  (i,,,,^,- 
fournie  par  l'égalité 

ô.  Posons  en  général 
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et 


Nous  allons  c/icj-cher  une  limite  supérieure  de  |a^,,/,+  ,  \i  (-'n  suppo- 
sant que,  à  partir  d'une  certaine  valeur  de  «,  on  a 

\<^"„,h\<K^ 

\,,  étant  une  certaine  constante.  L'erreur  aj,^,^,  est  la  somme  de  deux 
expressions. 

Première  expression  : 

C,+y,,,,,„:«,4-?,,,,:m,/,  +  ■  •  •  +  C^^y.A  4-  .  .  .  =  i" '„_/,. 

Reportons-nous  au  calcul  analogue  fait  au  Chapitre  I,  n°  4. 

ïci  I  (^p./i  I  <!  -7^  '  ciucl  cjnG  soit  /)  ;  ^  est  remplacé  par  '^^^^ — - >  t  par  - , 
enfin  1 6 1  par  S,  en  sorte  que  la  condition  pour  la  convergence  de  la 
progression  géométrique  de  raison  X  |  6  |  qu'on  avait  eu  à  considérer 
devient  ici,  en  désignant  par  k  un  nombre  positif,  plus  petit  que  1 , 

n 
La  quantité  que  nous  avions  appelée  A  était  le  maximum  de 


{x-if-' 


quand  n  allait  de  ;  à  ^  -h  i .  Or,  avec  nos  notations  nouvelles,  la  pre- 
mière fraction  est  inférieure  à 


[^^*'\ 


On  conclut  aisément  de  là,  d'après  l'expression  finale  lrou\ée  alors 
comme  limite  supérieure  des  termes  négligés,  que  si  Fou  choisit  //// 

Journ.  de  Math.  (5°  série),  tome  V.  —  Fasc.  IV,  1899.  -^  ' 
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nombre  6  un  peuplas  grand  que  i,  on  a  constamment,  à  partir  d'une 
certaine  valeur  de  n, 

Ma  est  dans  le  second  membre  la  seule  quantité  qui  dépende  de  la 
série  lap^z^. 

4.   Seconde  expression  : 

On  a 

Mais,  si  je  suppose 

(5)  >.,<!> 

la  série  du  second  membre  est  convergente  cl  sa  racine  «""'"^  a,  d'après 
la  rèfîle  de  Caucby.  pour  limite 


On  a  donc 

0  avant  la  même  signification  que  ci-dessus.  Cette  inégalité  a  lien  cer- 
tainement à  partir  d'une  certaine  valeur  de  //  qui  dépend  de  0  el 
de  i\/,. 

o.  Les  limites  que  l'on  vient  de  trouver  vont  nous  permettre  de  faire 
dépendre  les  unes  des  autres  les  cireurs  commises  dans  le  calcul  des 
coefflcients  des  développements  d>-  Ta\lor  (pn'  ikhis  scunnifs  amenés  à 
construire  successivement. 
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Sdit  X/,^_,  une  quanliu''  fixe.  Si  nous  voulons  que  l'on  ait 
à  partir  d'une  certaine  valeur  de  n,  il  suffit  que  l'on  ait  séparément 

(7)  i-;j<(o,v.)", 

(8)  ii':..i<(o,X;,,.)", 

|j.O,  et  par  suite  [j.,  étant  un  peu  inférieur  à  i . 

6.   L'illégalité  (8)  sera  vérifiée,  en  vertu  de  la  relation  (G),  si  l'on  a 


(8')  \,< 


,.x 


//H-i 


1  H-  |x  Kku+1 


Quand  cette  inégalité  a  lieu,  Xh  est  inférieur  à  )^a+i-  Of  if-  convient 
évidemment  de  diriger  le  calcul  de  manière  que  les  quantités 
négligées  dans  la  détermination  des  coefficients  d'une  série  n'em- 
pêchent pas  de  constater  si  cette  série  a  un  rayon  de  convergence 
supérieur  à  p.  Pour  atteindre  ce  but,  il  suffit,  en  désignant  d'une 
manière  générale  par  a"  l'erreur  commise  sur  le  coefficient  a„^,  que 
l'on  puisse  faire  correspondre  à  chaque  centre  O^,  une  valeur  'kp  au  plus 

égale  à  -  et  telle  que  l'on  ait,  à  partir  d'une  certaine  valeur  de  n. 

i«:,pi<^;- 

En  prenant 
(9)  >V  = 


tous  les  X  sont  inférieurs  à  ->  sauf  X^  qui  est  précisément  égal  à  - 

et  qu'il  n'y  a  d'ailleurs  pas  lieu  de  considérer;  de  plus,  l'inégalité 
(8')  est  constamment  vérifiée.  D'ailleurs,  la  relation  (5)  a  bien  lieu 
a  fortiori,  S  étant  inférieur  à  p. 

7.  La  condition  (7)  sera  satisfaite  également,   si  l'on  a,  outre  la 
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relation  {3),  la  suivanle  : 

(7')    Mî^'^-'JH'r 


?  H-  (s —  fl  —  i)o 

Posons 

•]/  ne  dépendra  pas  de  n;  puis,  remplaçons  dans  (7')  h  par  h  —  \ .  Si 
l'on  reste  dans  une  région  où  les  M/,  ont  une  limite  supérieure 
finie,  et  si  l'on  désigne  par  Q  une  certaine  constante,  Tinégalité  (7') 
pourra  s'écrire 

(11)  - — — — ^['K^-^O  +  ^j^-j      ^:^  =  Q- 

Les  'i^  sont  assujettis  à  rester  supérieurs  à  un  nombre  fixe;  i  et  v; 
étant  deux  nombres  positifs  arbitrairement  choisis,  nous  imposerons 
aux  d>  la  double  inégalité 

(12)  t{s  -  h)  <  'K*  -  /')  <  ■'i(^  -  /')■ 

Mais  so  est  sensiblement  égal  à  la  longueur  /  de  ^el  z  est  petit.  Il 
suffira  donc,  pour  vérifier  l'inégalité  (11),  que  l'on  ail 

ou 

^^  et  K  étant  des  constantes. 

Or,  pour  une  valeur  donnée  de  p,  //  existe  une  valeur  dr  s  à  partir 
de  laquelle  celte  relation. a  lieu  pour  toutes  les  valeurs  de  //  :  o.  1, 
2,  . . .,  5  —  t,  ainsi,  bien  entendu,  que  la  relation  (3). 


(')  En  toute  rigueur,  il  faudrait  rem|)lacer   /  par   uiu'  (iiianlitr  un   [n-u   plus 
grande,  mais  ceci  est  sans  importance. 
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Ainsi,  l'inégalilé  (7')  ou  (i3)  détermine  [conjointemenl  avec  rim'-- 
galité  (3)]  un  minimum  de  s  en  fonction  de  p,  .si  l'on  roimall  um- 
limite  supérieure  des  M/,;  quant  aux  A^,,  ils  sont  fixés  par  les  rela- 
tions (9),  les  a„a  étant  connus  exactement,  la  première  valeur  "a„ 
donnée  par  la  t'oruiulc  est  acceptable. 

X.  Cela  posé,  je  considère  les  polynômes  que  nous  avons  à  former 
pour  trouver  les  valeurs  approchées  a)^,,  a^,,,,  . . .,  a]^p,  ...  des  coeffi- 
cients de  la  puissance  n  de  la  variable,  et  j'imagine  que  dans  chacun 
d'eux  on  remplace  les  a'  qui  y  figurent  par  les  polynômes  qui  les 
expriment  eux-mêmes  en  fonction  des  coefficients  approchés  des  seines 
précédentes.  Finalement,  nous  aurons  donc  des  relations  de  la  forme 


a„  ,„("/„■+-  a„ 


(i4) 


On 


"„l,=  ^■r,,p,na,i+  'J-a.s.p,nO-n^K  +  •  ■  •  +  «x,.->-/>."'^/,'" 


■/,     (n)<A4i  +  y](.y-i)], 

/..    ('0  <  /? f  t  +  Tj (.?  -  1  )]  [i  +  r,(.9  -  2)J, 

/,_,(")<  n\i  +  rj(.s  —  I  j][i  +  -/](5-  2)]-  •  •('  +  •'-.)■ 

Soit  0(.y)  le  premier  nombre  entier  supérieur  à 

[i  +  rj(.y-  i)](i  +  rj(.9-  2)]. .  .(r  +  •/]); 

les  nombres  7  (  '0  sont  donc  tous  inférieurs  à  /iù(s). 

9.  Dès  lors,  si  Ton  considère  une  fonction  //  de  //,  prenant  des 
valeurs  entières  avec  n  et  telle  que  —  devienne,  en  même  lenqis  (pie  //. 
infiniment  grand,  il  arrivera  un  moment  à  partir  duquel,  pour  des 
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valeurs  données  de  p  el  de  s,  on  aura  constamment 

el,  par  suite,  n'  restera  supérieur  aux  fonctions  /(»)• 

10.  Si  la  fonction  f{z)  est  holomorphe  le  long  de  4^,  son  module 
admet,  dans  une  région  comprenant  4^  à  son  intérieur,  un  maximum, 
et  Ton  peut  trouver  une  suite  de  cercles,  de  rayon  p  assez  petit,  telle 
i[\ief(^z)  soit  holomorphe  dans  des  cercles  concentriques  à  ceux-là,  et 

de  rayon  plus  grand  que  —t  a'  étant  supérieur  à  [j.,  mais  inférieur  à  i . 

Donc,  si  Ton  choisit  cette  suite  de  cercles  de  manière  que  ^  soit  suffi- 
samment grand,  comme  il  est  indiqué  au  n°  7,  les  racines  «'<"«"  des 
i^aleurs  absolues  des  expressions  (i4)  ont,  pour  n  infini,  des  plus 

grandes  limites  inférieures  à  —  • 

Invei'sement,  supposons  que  l'on  forme  des  suites  de  cercles  Co,  C,, 
C,,  ...,  C^-i,  telles  que,  pour  chaque  valeur  de  p  inférieure  à  un 
nombre  p,  et  pour  les  valeurs  de  s  supérieures  alors  à  un  nombre  qui 
dépend  de  p,  les  racines  /î'™*'"  des  modules  des  expressions  (i4)  aient 

leurs  plus  grandes  limites  inférieures  à  —  ?  [t.'  étant  une  quantité  posi- 
tive quelconque  plus  petite  que  i,  la  fonction  f(z)  est  holomorphe 
le  long  de  4^.  En  effet,  choisissons  p.<|  ix';  puis  considérons  une  des 
(ilcs  de  cercles,  définie  par  le  rayon  p  et  le  nombre  s.  La  fonction  /(-) 
commence  par  s'étendre  de  cercle  en  cercle,  el  il  en  sera  ainsi  jusqu'au 
point  P,  à  moins  que  le  maximum  du  module  de  la  fonction  dans 
la  région  acquise  ne  s'accroisse  tellement  que  s  ne  soit  plus  aussi 
grand  qu'il  est  requis  au  n°  7. 

Alors,  .y«//,.s-  changer  ^^  augmentons  s\  f(z)  s'étend  de  nou^eau 
dans  les  cercles  voisins.  Mais  on  peut  craindre  que  le  maximum  du 
module  de  /(s)  ne  croisse  si  vite  qu'il  faille  faire  croître  à  son 
tour  s  indéfiniment.  Peut-être  alors  les  cercles,  se  resserrant  de  plus 
en  plus,  ne  pourraient-ils  dépasser  une  position  limite  F?  Cela  n'est 
pas.  f{z)  ne  deviendra  pas  infini  sur  un  pareil  cercle  F.  Soit,  en  eflel, 
F  un  cercle  qui  précède  F,  la  distance  des  centres  étant  inférieure  à 
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-^  —  p.  Le  cercle  V  est  alteinl  par  f(z)  clans  son  prolongement,  et 

f(z)  est  liolomorphe  dans  un  cercle  concenlrique  à  F'  et  de  rayon  ^, 
donc  sur  T.  De  proche  en  proche,  la  fonction  s'étend  donc  jusqu'au 
point  P. 

11.   Ainsi,  la  possibilité  du  prolongement  de  la  série  le  long  d'une 

ligne  j^  dépend  des  limites  supérieures  des  expressions  |  a'„^  |"  fournies 
par  les  formules  (i4).  Ces  expressions  ne  font  intervenir  que  certains 
coefficients  a,,,  ceux  que  l'on  obtient  en  faisant  varier  h  depuis  «jus- 
qu'à ■/ ,  (//),  . . .,  /,-,  (ri).  Or  nous  avons  vu  au  n°  9  que  si  n'  est  une 
fonction  de  n,  infiniment  grande  avecn,  les  expressions  y  finissent  par 
être  inférieures  à  n',  quelle  qu'ait  été  la  valeur  prise  pour  p.  Donc,  une 
pareille  fonction  n'  étant  choisie,  si  l'on  appelle  n'""^  ensemble  des 
coefficients  de  la  série  ZttpZP,  l'ensemble  a„,  a„^.,,  ...,  a„ ,  on  peut 
dire  que  le  problème  posé  ne  dépend  que  de  la  suite  de  ces  ensembles. 

Les  polynômes  (i4)  jouent  dans  l'étude  de  la  fonction /(s)  le  long 
de  4^  un  rôle  semblable  à  celui  du  terme  général  pour  la  convergence. 
Nous  les  appellerons  termes  généraux  étendus  de  rang  n,  et  n'  sera 
leur  indice;  ainsi  se  poursuit  l'analogie  de  l'étude  actuelle  avec  celle 
faite  dans  le  premier  Chapitre.  La  suite  de  cercles  auxiliaires  donnant 
lieu  à  ces  termes  généraux  sera  dite  suite  de  cercles  associée  à  j^,  et 
leur  rayon  le  rayon  associé.  Les  termes  généraux  étendus  dépendent 
de  la  suite  de  cercles  associée.  Il  sera  souvent  inutile  de  spécifier  quelle 
est  cette  suite,  et  il  sera  entendu,  à  moins  d'indication  différente,  qu'on 
suppose  p  arbitraire,  mais  aussi  petit  que  Ton  veut,  et  s  suffisamment 
grand  par  rapport  à  p. 

Ainsi,  la  différence  essentielle  entre  le  résultat  auquel  nous  parve- 
nons et  celui  qui  a  été  établi  au  Chapitre  I,  c'est  que  le. rapport  de 
l'indice  des  termes  généraux  étendus,  à  leur  rang,  devient  inlin. 
avec  n,  tandis  qu'il  suffisait  alors  de  laisser  ce  rapport  supérieur  à  un 
nombre  fixe  plus  grand  que  i.  Nous  avons  maintenant  un  critérium 
pour  l'étude  d'une  fonction  dans  les  différentes  régions  du  plan.  Ici 
encore,  nous  utiliserons  ce  critérium  par  la  comparaison  de  la  série 
donnée  avec  d'autres  séries  définissant  des  fonctions  déjà  connues. 
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.Nous  nous  bornerons  à  former  des  développements  représentant  des 
fonctions  holomorphes  dans  certaines  parties  du  plan. 

12.  Formation  de  fonctions  Jiolomorplics  dans  certaines  régions 
du  plan.  —  La  méthode  exposée  Chapitre  I,  n°  li,  s'applicpieici  avec 
•juelcfues  modifications. 

Soit  une  ligne  i^  issue  de  l'origine,  et  supposons  que  Ton  ail  des 
séries 

J\{-)  =  Za„,z'\       Mz)  =  Za^,zP,       ....       M^)  =  Za,,z",        ... 

satisfaisant  aux  conditions  suivantes  : 

i"  Elles  représentent  des  fonctions  holomorphes  dans  une  aire  (jui 
comprend  4^,  les  distances  des  points  de  la  ligne  au  contour  de  l'aire 
admettent  un  minimum  différent  de  zéro; 

■i"  Les  modules  des  fonctions  ont,  dans  la  région  considérée,  une 
limite  supérieure  finie  M; 

3"  Dans  les  différences  f„^,(z)  —f,^(z)  les  termes  dont  le  rang 

varie  de  n  à  ^{n),  - — -  devenant  infiniment  grand  avec  n,  admellcnt 

comme  termes  majorants  ceux  d'une  certaine  série  fixe  l,h''z'',  con- 
vergente dans  un  cercle  qui  comprend  ^  à  son  intérieur  (  '). 

Ces  conditions  seront  dites  les  conditions  fondamentales. 

Prenons  une  fonction  n'  de  n,  entière  avec  n,  non  supérieure  à 

o{n),  non  décroissante,  telle  que  —  soit  infiniment  grand  avec  /i  et 

que  \i/i'  ait  I  pour  plus  grande  limite.  Xous  substituerons  celle  fonc- 
tion à  9(«),  à  hupiellc  elle  peut  d'ailleurs  se  trouver  idenli(jue.  Repre- 
nant notre  comparaison  du  Chapitre  précédent,  nous  pourrons  donc 
dire  que  les/  forment  une  famille  de  séries  tangentes  le  long  des  poly- 
nômes formés  [)our  /„  et  f„^,  des  termes  dont  l'indice  va  de  n  à  n'. 
Toute  série  dont  les  termes  sont  des  termes  des  polynômes  de  con- 
tact est  holomorphe  le  long  de  4^. 

Il  est  inutile  de  reprendre  en  détail  le  raisonnement  fait  dans  des 


(')  Connue  au  n"  2!)  du  Chapitre  1,  celte  clcniière  condition  pourrait  être  ren 
placée  pai'  une  iiulre  plus  large;  nous  ne  nous  en  occuperons  pas. 
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circonstances  analogues.  Je  me  borne  à  remarquer  qu'il  existe  à  coup 
sûr  une  infinité  de  suites  de  cercles  associés,  dans  les  conditions  du 
II"  10,  telles  que  pour  chacune  de  ces  suites  et  pour  chaque  cercle  qui 
on  fait  partie,  les  racines  n"""  des  modules  des  termes  généraux 
étendus  des  diverses  séries,  considérées  à  la  fois,  aient  siinultanénienl 
pour  plus  grande  limite  au  plus  le  produit  de  Finverse  du  rayon  associé 
par  un  nombre  plus  petit  que  i.  Cela  résulte  de  suite  de  l'existence  du 
maximum  M  des  modules.  De  plus,  cette  propriété  a  lieu,  quelle  que 
soit  la  forme  des  termes  généraux  étendus;  elle  s'applique  aussi  aux 
coefficients  mêmes  des  développements  successifs  relatifs  aux  centres 
des  cercles  associés. 

12.  Première  application  :  Sé/ies  dont  les  coefficienls  de  rang  n 
sont  certaines  fonctions  de  -■  —  Reprenons  (Chapitre  I,  n°  18)  les 
séries 

(i5)  8/3)=^  +  ^-^...+  ^+..., 

p  parcourant  les  valeurs  entières  et  positives,  et  posons 

/  TN       \  /.(  =  )  =  Co^J.:-),        /\(z)  =  c,S,+  r,S,, 
(ib) 

les  c  étant  des  constantes  telles  que  la  série 

c^-h  Cj  -h  C.J-  -h...-h  Cpf'-h.  .. 

ail  un  rayon  de  convergence,  /•,  difl'érent  de  o. 

En  nous  reportant  au  numéro  cité,  nous  constatons  que  les  fonc- 
tions/ satisfont  à  la  première  et  à  la  seconde  condition  fondamentale 
pour  toute  ligne  4^  qui  n'a  aucun  point  commun  avec  la  portion  de 
l'axe  des  quantités  réelles  allant  de  -+- 1  à  -1-  oc. 

11  est  d'ailleurs  aisé  de  lever  celte  restriction.  Imaginons  que  l'aire  A 
(Chapitre  1,  n"  19)  soit  telle  qu'on  puisse  arriver  en  chacun  de  ses 
points  en  suivant  une  ligne  située  à  son  intérieur,  issue  de  l'origine,  et 
telle  que  le  cosinus  de  l'angle  que  fait  la  tangente  en  un  point  quel- 

Journ.  de  Math.  (5"  série),  tome  V.  —  Fasc.  IV,  1899.  ^- 
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conque  avec  le  rayon  vecteur  aboutissant  en  ce  point  reste  supérieur  à 
un  nombre  fixe  k.  Alors,  en  intégrant  le  long  d'une  pareille  ligne,  on 
aura,  si  l'on  suppose 

l'inégalilé 


r^<'--<i.r"^<'?. 


et  par  suite  il  suffit,  dans  le  calcul  déjà  fait,  de  remplacer  la  relation 

M  I  •  • 

M^=  jflpar  la  suivante  :  Mp=  Mo .,,..,,'  ce  qui  n'en  modifie  pas  les 

conséquences.  Ainsi,  la  ligne  -(^  est  simplement  assujettie  à  ne  pas 

passe?'  par  le  point  +  i . 

Soit  R  le  rayon  (supérieur  à  i)  d'un  cercle  dont  le  centre  est  à 

l'origine  et  à  l'intérieur  duquel  est  située  la  courbe  4^;  la  troisième 

condition  fondamentale  sera  remplie  si  l'on  prend  comme  termes  du 

^jieme  polynomc  de  contact  ceux  dont  le  rang  va  de  n  à  un  nombre  plus 

nL« 
petit  que 

Ainsi,  si  l'on  désigne  par  v  une  fonction  de  n  prenant  des  valeurs 

entières  au  plus  égales  à  n  et  telles  que  n  soit  inférieur  à ,  la  série 

4 


F(z)=2" 


n'a  à  l'intérieur  d'un  cercle  de  rayon  li  pas  d'autre  point  singulier 
que  +  I .  La  fonction  ainsi  définie  n'est  d'ailleurs  pas,  en  général,  uni- 
forme dans  ce  cercle. 

13.  Au  lieu  de  laisser  R  constant,  on  peut  le  faire  croître  indéfini- 
ment. Dans  la  formation  du  n""'*  polynôme  de  contact,  ne  faisons 
varier  l'indice  p  du  rang  que  de  n  à  un  ru)nibi'e  n' ^=  <p(^)  el  tel  t\\\r 

"^-J  tende  vers  o.  Alors,  si  dans  F(-),  "  est  compris  entre  v  et  o(v  ), 

la  fonction  obtenue  n'a,  dans  un  cercle  quelconque  de  centre  (.),  (jue 
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le  poinl  4-  I  comme  point  singulier.  Il  suffît,  par  exemple,  de  prendre 
o(n)<n{Lny  ([>.<i). 

14.  On  peut  encore  compléter  ces  résultats.  Il  suffit  de  remplacer 
dans  l'énoncé  du  n"  21  (Chapitre  I)  -  par  -^,  £„  tendant  vers  o  pour 
n  infini.  On  a  donc  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Soient  des  nombres  c„,  c,,  ...,  c^,  ...  tels  que  la 
séiie  ZCptP  ait  un  rayon  de  convergence  différent  de  o,  et  des  fonc- 
tions 

gjt)     g,(t),      ...,     g,{t),      ... 

satisfaisant  aux  conditions  suivantes  : 
i"  On  a,  en  ordonnant, 

gniO  =  Co  +  C,  <  +  . . .+  c„r  +  ■}„(0; 

2"  //  existe  une  quantité  infiniment  petite  £„  telle  que  le  rayon 
de  convergence  de  g„(t)  soit  supérieur  à  — ; 

3"  Lorsque  t  décrit  pour  les  valeurs  croissantes  de  n  des  circon- 
férences dont  le  centre  est  à  l'origine  et  dont  le  rayon  est  au  moins 
fj^al  à  ^-,  la  suite  des  modules  des  fonctions  'L„{t)  correspondantes 

à  une  limite  supérieure  finie. 

Le  point  +  i   est  le  seul  point  singulier  à  distance  finie  de  la 

fonction  y^gn[~ij^"- 

lo.  Cas  particulier.  —  Les  fonctions  g„{t)  peuvent  être  iden- 
tiques; on  a  dans  ce  cas  la  série  ^é'' (i)  ^"'  g(0'^'"'>^  holomorplie 
à  l'origine  (on  supprime  au  besoin  les  premiers  coefficients  de  la 
série  en  z). 

Les  exemples  déjà  cités  Chapitre  T  conviennent  donc  encore  : 

z_i    .,2     .      ■  ' 
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16.  Seconde  applicalion  :  Séi'ies  dont  les  coefficients  de  rang  n 
sont  certaines  fonctions  de  n.  —  Il  s'agit  d'une  extension  au  cas  du 
plan  de  la  troisième  application,  Chapitre  I  (n°*  23  et  suivants).  Les 
raisonnements  ne  subissent  que  des  modifications  fort  simples.  Aussi 
ne  ferons-nous  que  les  indiquer. 

Soient />  un  entier  non  négatif,  et  la  série 

(17)  S^(;)  =  iPz  -+-  2/-;^+.  ..^nPz"-^.... 
Si  Ton  pose 

(18)  /„(r)  =  c„S„(r),      ...,    fp{z)  =  CoS,-hc,S,-h...-hCj,Sp,     ... 

Cl  si  les  c  sont  des  constantes  telles  que  la  fonction  V  c^/''  soit  entière, 

p=' 
d'ordre  y  ph/s  petit  que  i,  les  fonctions  f  satisfont  aux  deux  pre- 
mières conditions  fondamentales  pour  toute  ligne  ^  qui  ne  passe  pas 
par  le  seul  point  singulier  de  ces  fonctions,  -f-  i.  Cela  résulte  immé- 
diatement des  limites  supérieures  trouvées  pour  les  8(3)  au  n°2i, 
('hapitrc  I. 

De  plus,  la  troisième  condition  est  également  vérifiée,  si  pour  le 
n"™*  polynôme  de  contact,  on  se  borne  à  faire  varier  le  rang  p  des 

ni I  )  Ln 

termes  de  ce  polynôme  depuis  «jusqu'à  —      .  .   au  plus,  R  étaril 

le  rayon  d'un  cercle  de  centre  O  et  qui  comprend  ^à  son  intérieur. 

Supposons  donc  que  v  soit  une  fonction  de  n,  prenant  des  valeurs 
entières  en  même  temps  que  la  variable  et  telle  que 

v(i-.)Lv 

/a  .'Série 


LR 


F(^)=^"(Co-^c,n-h...+  c.,n')z" 
n'a  que  le  point  singulier  -t-  i  à  l'intérieur  d'un  cercle  de  rayo/t  U. 
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La  fonction  ainsi  définie  est  uniforme  dans  le  cercle.  On  peut,  en 
effet,  écrire  son  développement 

c,S„(z)  +  r.  [S.(.)  -  l\(z  )]  +  c,[S,(  r  )  -  P,(>- )!  -.  • .. 
les  P  étant  des  polynômes;  or  lesS(r)  sont  des  fonctions  uniformes. 

17.  F(r)  n'aura  à  distance  finie  qu"un  point  singulier,  si,  au  lieu 
de  laisser  R  constant,  nous  le  faisons  devenir  infini  avec  u.  Il  suffira, 
par  exemple,  dans  Ténoncé  de  la  propriété  précédente,  d"imposer  à  v 
les  conditions 

v<n<v(Lv)!^  (u^<i)- 

18.  Enfin,  je  me  borne  à  énoncer  le  théorème  suivant,  qui  est 
l'analogue  de  celui  du  n°  26,  Chapitre  I  : 

Théorème.  —  Soient  des  nombres  c^,  c,,  ...,  Cp,  ...  tels  que  la 
série  "^Cpl^  soit  une  fonction  entière  d'ordre  inférieur  à  ï,  et  des 

fonctions 

g,(t),     g,(t),      ...,      -„(/),      ... 

satisfaisant  aux  conditions  sunantes  : 
1°  On  a,  en  ordonnant, 

o'„(/)  =  c„-)-c,/+...+  c„r'+|„(0: 

2°  Il  existe  une  variable  infiniment  petite  i^  telle  que  le  rayon  de 
convergence  de  gn{0  -^o^t  supérieur  a  —  ; 

3°  Lorsque  t  décrit,  pour  les  valeurs  croissantes  de  n,  des  circon- 
férences dont  le  centre  est  à  l'origine  et  dont  le  rayon  est  au  moins 
égal  à^,  les  modules  des  fonctions  -{/«(O  correspondantes  ont  une 

limite  supérieure  finie. 

Le  point  -+-  i  est  le  seul  point  singulier  à  distance  finie  de  la 
fonction  Zg„(/i)z". 

19.   Cas  particulier.    —  Les  fonctions  g„(t)  peuvent  être   iden- 
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tiques.  On  a,  dans  ce  cas.  la  série  Iig(n)z",  g(l)  étant  une  fonction 
entière  d'ordre  inférieur  à  i . 

Les  exemples  donnés  au  n"  27,  Chapitre  I,  sont  encore  valables. 

20.  Cas  où  la  fonction  cntici-e  l^Cpt^  est  d'ordre  i .  —  Nous  avons 
vu  au  Chapitre  précédent,  n"  28,  qu'il  y  a  lieu  également  de  considérer 
le  cas  où  la  fonction  U(/)  =  'Lcpf  est  d'ordre  i . 

Supposons  que  p  j  Cp  'f  tende  vers  o  pour/?  infini,  c"est-à-dire  que  la 

plus  grande  des  limites  de  P^  pour  /■  infiniment  grand  soit  l'unité, 
Pr  étant  le  module  maximum  de  U(/)  pour  |  z  |  =  /-.  Alors,  la  seule 
modification  à  faire  aux  conclusions  des  paragraphes  précédents  a  trait 
au  rang  jD  des  termes  qui  figurent  dans  le  /i'"""*  polynôme  de  contact. 
Si  nous  voulons  définir  une  fonction  n'ayant  à  l'intérieur  d'un  cercle 
de  rayon  R  qu'un  point  singulier,  il  nous  suffira  de  ne  faire  varier  p 

«L — ^ 

1          •            T.            n\c„\" 
que  de  n  jusqu  a j-^r — ^• 

Le  résultat  est  particulièrement  intéressant  si  l'on  considère  une 
fonction  Zo-(n) j"  —  F(^),  où  g{t)  désigne  une  fonction  entière 
d'ordre  i,  dont  les  modules  maxima  pour  |  / 1  ==  /■,  élevés  à  la  puis- 
sance -!  ont  l'unité  pour  plus  grande  limite  :  F(c)  a  le  seul  point  sin- 
gulier +  [  à  distance  finie. 

21.  Obseriation  au  sujet  des  applications  précédentes.  —  \\n 
modifiant  légèrement  les  calculs  qui  précèdent,  on  peut  construire  des 
fonctions  ayant  d'autres  points  singuliers. 

Soient  o,,  o,,  ...,  cp„,  ...  des  quantités  réelles  quelconques  telles 
que  les  points  du  cercle  de  convergence  ne  soient  pas  tous  des  points 
de  l'ensemble  e^'^'',  e^"^'»,  ...  ou  de  son  dérivé. 

Si  l'on  substitue  aux  fonctions  S,,(r)  des  applications  1  et  H,  soil 
les  séries 


soil  les  séries 
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on  voit  immédiatement  que  les  raisonnements  que  nous  avons  faits  ne 
subissent  aucune  modification;  ils  s'appliquent  à  toute  aire  finie,  con- 
tenant l'origine  et  laissant  à  son  extérieur  les  points  «-'"'■;  ...  et  leurs 
points  limites.  Mais  les  fonctions  que  nous  formons  ont,  du  moins  en 
général,  les  points  de  cet  ensemble  comme  points  singuliers. 

Enfin,  on  obtiendrait  une  généralisation  plus  étendue  par  1  iiilro- 
ductiou  de  points  singuliers  T^r^"'?,.  distribués  arbitrairement  dans  le 
plan. 

22.  Autres  séries.  —  Voici  une  remarque  fort  simpb-  :  soient  des 
constantes  M,,  u.,,U3,  ...  et  les  expressions  '\>{n)  =  u, -h  ii.,  ^...-h  «„; 
la  fonction  ^■\/(n)z"  n'a  d'autres  points  singuliers  que  ceux  de  la  fonc- 
tion lu,,:"  et  le  point  +  i,  puisque  l'on  a 

Cela  posé,  désignons  par  g(t)  une  fonction  lialomor|>lie  à  Forigine, 
et  prenons  ■\'{n')  =  Lg(y]^  il  vient 

I  /    \  ,    ^  \  /)  -i-  I  ' 


Donc  u,,^,  est  une  fonction  holomorphe  de  ^  à  Toriginc.  el  par  suite 
l(/„:"  n'a  pas  d'autre  point  singulier  que  -+-  i  à  distance  finie:  il 
en  est  de  même  de  -^--g  (  -  )  -"• 

Exemples  : 

VT        •        '       «. 

i"  ILsin-; 

II 

2"  ^L-z"     et,  par  conséquent,     IL//;". 

25.  Extension  d'un  théorème  de  M.  lladamard  à  l'étude  des 
séries  de  Taylor.  —  Le  théorème  dont  il  s'agit  est  le  suivant  : 
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5/  l'on  pose 

(19)  ^{z)  =  Za„z\ 

(20)  ']^{z)  =  Zh„z" 

et 

{■2J)  f(^z)  =  la„h„z", 

la  fonction  /(z)  ne  peut  pas  avoir  d'autres  points  singuliers  que 
ceux  dont  les  affixes  sont  le  produit  des  ajffixes  de  deux  points  sin- 
guliers, l'un  de  o,  l'autre  de  '\i. 

M.  Borel  (')  a  montré  que  si  ç  et  •]>  sont  unifoi'mes  dans  le  voisinage 
de  deux  de  leurs  points  singuliers  respectifs  a  et  [5l  supposés  isolés, 
/  est  uniforme  dans  le  voisinage  du  point  a^. 

24.  Nous  allons  utiliser  ces  propriétés  pour  la  formation  de  séries 
dont  les  singularités  nous  seront  connues. 

Désignons  par  cp5(^),  ^^{z),  ...  les  séries  ^a^z",  -alz",  ....  Si  Ton 
remplace  successivement  '\'(z)  par  o(z),   ÇaC-^)?    t'3{^)i    ••■■>  /{-■) 

devient  tour  à  tour  90(5),  93(2),  <fi,(z), Ainsi  donc,  une  série  de 

la  forme  ^P(a„)z",  où  P  désigne  un  polynôme  de  degré  A,  représente 
une  fonction  cpii  n'admet  comme  singularités  que  les  valeurs  singu- 
lières a  de  ?(-),  leurs  produits  deux  à  deux,  trois  à  trois,  . . .,  k  k  k. 
Cherchons  à  remplacer  le  polynôme  P  par  une  fonction  entière. 

A  cet  effet,  considérons  l'ensemble  E  des  points  singuliers  de  !p,  et 
tous  ceux  E,,  Ej,  ...  que  Ton  en  déduit  par  l'application  répétée  du 
procédé  indiqué,  enfin  l'ensemble  £  qui  les  comprend  tous,  ainsi  cjue 
leurs  points  limites.  Si  l'un  des  points  de  E  était  à  une  distance  de 
l'origine  moindre  (jue  l'unité,  l'origine  serait  un  jioint  de  >:':  nous 
écarterons  ce  cas. 

2i>.  Les  seuls  points  singuliers  possibles  des  fonctions  Oj,  Oj,  ... 
appartiennent  à  c. 


(')  Bulletin  de  la  Société  mathématique,  t.  XXVI,  n"  10. 
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Or,  si  l'on  désigne  par  C  un  contour  qui  comprend  l'origine,  :;  cl  les 
points  -  et  qui  laisse  les  points  ^  à  l'extérieur,  on  a  la  formule 

Si  nous  remplaçons  '^  par  l'une  quelconque  des  fonctions  o^,  la  for- 
mule précédente  sera  donc  valable  si  le  contour  C  laisse  à  distance 
finie  à  l'extérieur,  non  plus  les  points  j3  relatifs  à  une  fonction  particu- 
lière O/,,  mais  lous  les  points  y  de  l'ensemble  C.  Construisons  une  aire 
à  contour  simple,  telle  que,  ce  contour  étant  le  contour  d'intégration,  la 
formule  (22)  donne /(:;)  (dans  Fespèce,  (fp+i,  p  étant  quelconque) 
pour  tout  point  de  l'aire.  11  est  évident  qu'on  peut  y  arriver  de  la 
manière  suivante  :  Partons  d'une  aire  A  à  contour  simple,  contenant 

■         A 

l'origine   et  laissant  les  points  y   'i  l'extérieur.  Toutes  les   aires  -> 

déduites  chacune  de  A  en  divisant  par  un  nombre  y  les  affixes  de  tous 
les  points  de  A,  seront  dans  les  mêmes  conditions.  L'ensemble  de  ces 
surfaces  (et  de  leurs  points  limites,  si  certaines  suites  formées  par  elles 
en  admettent)  constitue  une  aire  X  d'un  seul  tenant  et  jouissant  aussi 

des  mêmes  propriétés  que  A;  d'ailleurs,  si  z  est  dans  cette  aire,  ~  s'y 

trouve  également.  Donc  la  formule  (22)  s'applique  à  tout  point  inté- 
rieur à  olo. 

Observons  maintenant  que  toute  aire  B  intérieure  à  A  donne  nais- 
sance à  une  aire  ift  intérieure  à  ^l,. 

26.  Cela  posé,  la  relation  (22)  va  nous  permettre  de  trouver  poul- 
ies points  d'aires  successives,  très  voisines,  mais  intérieures  les  unes 
aux  autres,  des  limites  maxima  des  fonctions  9p(-)-  De  ce  calcul,  nous 
déduirons  alors  aisément  des  séries  formées  avec  ces  fonctions  et  qui 
représenteront  des  fonctions  holomorphes  dans  toute  aire  intérieure  à 
toutes  les  précédentes. 

Supposons  que  le  module  d'une  fonction  '■]>(-)  ne  dépasse  pas  .M 
quand  :;  est  à  l'intérieur  d'une  certaine  aire  A,  ou  sur  son  contour,  que 
nous  prenons  comme  contour  C  d'intégration.  Si  ;  l'este  à  l'intérieur 
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de  wi,  ou  sur  son  contour,  -  est  à  distance  finie,  et  ne  passe  pas  par  les 
points  singuliers  de  ç;  mais  il  pourra  en   être  voisin,  et  par  suite 

0  pourra  devenir  très  grand.  En  posant  -  =  r,  on  a 

a  =  (^  —  x)-- 

Si  le  contour  de  i(!>  est  rapproché  de  celui  de  =1,,  certaines  valeurs  a 
pourront  être  telles  que  |  :;'  —  x  \  soit  petit. 

Supposons  que  les  points  a  soient  isolés  et  qu'il  existe  un  nombre  ni 
tel  que,  pour  chacun  d'eux,  (;  —  a)"'o(^)  ait  une  limite  supérieure 
quand  z  tend  vers  a. 

11 .  Si  m  était  négatif  ou  nul,  il  est  clair  que  dans  une  région  finie 
|ç>(z)|  serait  limité  supérieurement.  Sinon,  que  Ton  trace  autour  de 
chaque  point  a  un  cercle  de  rayon  assez  petit  vj,  on  aura  pour  tous  les 

points  de  ce  cercle  |  o(r)  |  <^  ■r-_ — '- — j^»  t  étant  un  certain  nombre  posi- 

tif;  et,  en  dehors  de  ces  cercles,  |ci(c)|  aurait  un  maximum.  Or, 

lorsque  ;  est  sur  l'aire  ii!)  et  que  x  décrit  C,  ^  reste  fini  ;  cette  remarque 

subsisterait  si  Ton  déformait  un  peu  les  aires  oiî,  et  A,,  sans  changer  leur 

signification.  Donc,  toutes  les  fois  que  les  expressions   —  —  a    seront 

supérieures  à  ■/],    9  (  -^.  )    aura  un  maximum  Dll  ;  il  suffit  pour  cela  que 

1  ^' —  X' I  reste  supérieur  au  produit,  /■,  de  ■/-,  par  le  maximum  de  |  — 

(pii  a,  lui  aussi  (du  moins  pour  les  points  .r  qu'il  y  a  lieu  de  considérer), 
une  limite  supérieure.  Ceci  posé,  et  z  étant  choisi,  figurons  les  cercles 
de  rayon  /•  qui  ont  pour  centres  les  différents  points  z'  déduits  de  r. 
Ces  cercles  pourront  détacher  des  arcs  sur  le  contour  d'intégration. 
Lorsque  x  sera  sur  un  pareil  arc  X,  \z'  —  x\  sera  supérieur  à  la  plus 

courte  distance  o  des  contours  de  =1,  et  de  »i!.,  et  comme  -  a  un 
minimum  c  pour  les  contours  d'intégration  que  nous  avons  à  consi- 
dérer, on  aura  |  ^  —  a  I  >  oc  et  aussi  I  —  —  a    >  |  ;'  —  x  |  c.  l'ar  suite, 


FONCTION    DÉFINIE    PAR    t'N    DÉVELOPPEMENT    DE    TAYLOn.  4 '5 

X  décrivant  X,  fp  f  -  j  est  plus  pclil  que  la  plus  grande  des  deux  quan- 
tités 311,  ^„,  I  -'L  '-«•  Donc  la  portion  correspondante  d'intégrale  esta 
coup  sûr  inférieure  à  la  somme  des  deux  suivantes  :  l'une  s'obtient  en 
remplaçant  ■\i{x)  '^{^\^  par  MoiL^,  si  ^  désigne  une  limite  inférieure 

de   X  ;  1  autre  est — ; —    /  — J L^,  soit — r — I.  Posons  r  —  a;  =  y-, 

a-çc'"  J.^  I  -  —  X I'"  2-çc'"  '  I       ^' 

la  portion  du  contour  d'intégration  située  à  Tinlérieur  du  cercle  de 
centre  z'  et  de  rayon  y  a  une  longueur  qui  est  fonction  de  y,  a-(j'). 
Or  on  peut  supposer  que,  pour  tous  les  contours  que  nous  aurons  à 
utiliser,  le  rapport  de  la  longueur  du  contour  située  à  l'intérieur 
d'un  cercle  arbitraire  au  rayon  de  ce  cercle,  a  une  limite  supé- 
rieure finie.  Dès  lors,  soit  A-  cette  limite.  On  a 


=x 


d^{y) 


Une  intégration  par  parties  montre  que  l'on  a 

el 

I  •<  /i(i  —  Lo;         si         m  =  i  (o  est  supposé  inférieur  à  i), 

I  fini  si  m  <l\ . 

28.  Bref,  il  résulte  de  la  considération  de  l'intégrale  de  la  for- 
mule {il),  que  si  l'on  désigne  par  M,  une  limite  supérieure  de  |/(r)  j 
quand  z  est  sur  liî,  ou  à  son  intérieur,  on  peut  trouver  une  constante  P, 
valable  aussi  pour  les  aires  iioisines  de  X,  et  telle  que  l'on  ait 

-^'  1  <  <;;;r=\        ^i        m  >  i 
et 

M,<PM|Lo|         si         w  =  i. 

29.  Parlant  d'une  aire  telle  que  .1,,  nous  pouvons  en  construire 
successivement   d'autres    intérieures   aux  précédentes  -l,,,    ,1.3,    ..., 
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^l,„,  ...  de  manière  que  la  plus  courte  distance  de  deux  contours  voi- 
sins soit  donnée,  par  exemple,  par  les  termes  de  la  série 

h  h  h  , 

2(L2)!^'  3(L3)H-'  ■■■'  /i(L«)!^'  ""'  \^-^^^- 

Elles  pourront  ainsi  contenir  toutes  une  aire  A>'  différant  de  A, 
d'aussi  peu  que  l'on  veut,  si  h  est  choisi  assez  petit.  On  définira  par  la 
relation  (22)  les  fonctions  o..{z),  'îi{z)i  ■■  -,  ?«(-),  •  ■  •  dans  les  aires 
■l.,,  -A3,  ...,  -A.,j,  ...  et,  par  conséquent,  dans  d.'.  Les  raisonnements 
(|ui  ont  été  faits  donnent  des  limites  maxima  des  modules  de  ces  fonc- 
tions. 

Si  m  >  I ,  on  a 

1  ojz)  I  <  M  (^y~'  (//!)"'-'(L2.L3. .  .Lnf"'-'K 

.Nous  allons  choisir  une  série  g{t)  ^'Ldpl'',  telle  que  la  série 
2«rf„o„(^)  soit  absolument  convergente  dans  d,',  quel  que  puisse  être 

7--  Posons  cl,,  =     „,  "  ,,;  qn  a 

\  d,,o,{z)  I  <  I  cl],  1  Q«(L2 .  L3. .  .L/O^f'-", 

Q  étant  une  constante.  La  condition  posée  sera  donc  réalisée  certaine- 
ment pour  U/„i5 — ■ — ,,/,"  ,„  ,„  .■„,  si  d'„  est  une  variable  infinimeni 
petite.  Or  //  suffira  pour  cela  que  la  fonction  -dpf  soit  entière 
d'ordre  inférieur  à 


.~0.   Si  /«  =  I ,  on  a 

I  o„(-^)  I  <  MP"-'  JJ  (  L«  +  u:LL«  -  \Ji) 

et,  en  désignant  par  Q  une  nouvelle  constante, 

;0„(;j|<  \l(V'L2.l>3...L//. 


FONCTION     DEFINIE     PAR     UN     DEVELOPPEMENT    DE    TAYLOR. 


»'7 


Il  sufiit  ici  que  |  f/„  |"|  L2. .  .L«  |"  tende  vers  o.  Celle  condilion  sera 
certainement  réalisée  si  l'on  prend 

et  que  d   tende  vers  o. 

51.  Enfin,  nous  avons  négligé  le  cas  où  m  serait  inférieur  à  i. 
Alors,  on  aurait  évidemment 

|9„(:.)i<MP«, 

P  étant  une  constante  relative  à  Faire  A>.  //  suffit  alors  de  prendre 
pour  g(t)  une  /onction  entière  quelconque. 

52.  Ainsi,  avec  les  conditions  que  nous  avons  posées  et  les  nota- 
lions  choisies,  la  fonction  2- o-( «„);"  =  $(r)  est  holoniorphe  dans 
loute  aire  A.'  : 

1"  Si  s;(l)  est  une  fonction  entière  d'ordre  inférieur  à  > 

quand  ni  est  plus  grand  que  i  ; 
I 
2"  Si\^n\  d„  I"  est  infiniment  petit,  quand  m  =  i  : 
3"  Si  gÇt)  est  une  fonction  entière  quelconque,  quand  m  <^  i. 

55.  En  général,  nous  pourrons  déformer  l'aire  A  de  manière  à 
amener  ;:  en  tout  point  n'appartenant  pas  à  £.  Si  Z'(~-)  est  uniforme 
autour  de  certains  points  singuliers,  il  en  sera  de  même  des  fonctions 

o,(^),  93(-),  pour  les  points  qu'on  en  déduit  2  à  2,  3  à  3, Alors, 

toutes  les  fonctions  g  sont  uniformes  autour  d'un  même  point  a  singu- 
lier pour  elles  toutes  ou  pour  un  certain  nombre  d'entre  elles;  0(:  ) 
est  uniforme  autour  du  même  point.  En  particulier,  si  cp(;)  est  uni- 
forme dans  tout  le  plan,  il  en  est  de  même  de  $(^).  Dans  le  cas  où  il 
n'en  serait  pas  ainsi,  on  sait  (')  que  l'origine  peut  être  un  point  singu- 
lier pour  le  prolongement  de  $(-). 

(')    loir  la  Communication  déjà  cilée  de  M.  Borel. 
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ôi.  J'ai  incliqué  (')  cette  extension  du  théorème  de  M.  lladamard 
avec  des  généralisations  possibles  plus  complètes;  plutôt  que  de  les 
développer,  je  préfère  donner  quelques  applications. 

5o.  Applications.  —  Nous  retrouvons  par  la  méthode  précédente 
des  résultats  déjà  obtenus  directement. 

Soit  o(z)  =  —  L(i  —  r).    On  peut   prendre  pour  m  un  nombre 

positif  quelconque.  Donc,  si  g{t)  est  une  fonction  entière,  ^o  f;^)  -" 

n'a  à  distance  finie  que  le  point  singulier  +  i. 

Soit  Z'(z)  = ^^^i-  m  sera  un  nombre  arbitraire  supérieur  à  2.  En 

supposant  /.'■(/)  fonction  entière  d'ordre  plus  petit  que  i,  I.g(n):"  '^ 
la  seule  singularité  +  1  à  distance  finie  et  elle  est  uniforme  dans  tout  le 
plan. 

Les  propositions  auxquelles  nous  parvenons  sont  moins  complètes, 
la  première  surtout,  que  celles  que  nous  avons  eues  précédemment-  Ce 
fait  n'est  pas  surprenant,  puisque  nous  ne  faisons  qu'utiliser  des  pro- 
priétés s'appliquant  à  des  types  de  fonctions  très  généraux. 

56.  Nous  avons  vu  {n°  22)  que  la  fonction  ^L«;"  n'a,  à  distance 
finie,  que  la  singularité  +  i .  Je  dis  que  si  jn  est  un  nombre  quelconque 
supérieur  à  i  le  produit  (z  —  1)'"  Vl«;"  tend  vers  o  quand  z  tend 

vers  I.  Comme  ^hnz"  est  égal  à  un  quotient  de  la  forme  ^ —^ 

DÛ  fî{t)  désigne  une  fonction  holomorphe  à  l'origine  où  elle  devient 
nulle,  il  nous  suffit  de  prouver  que,  quel  que  soit  le  nombre  positif  /,, 

(i  _  -y'^  glL\z"  a  pour  limite  o.  Orfu"  12),  le  long  d'une  ligne  ne 

passant  pas  par  le  point  -+-  i,  on  a  une  limite  maximum  du  module 

^^(- )  (en  ne  faisant  au  besoin  commencer  le  développement  (pTà 

une  certaine  puissance  z-P)  en  multipliant  par  une  quantité  li\e   le 

(')  Bulletin  de  la  Société  niatltéinalique,  t.  XW'I,  n°  10. 
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module  inaximmn  de  T]  ^-"  (al)slraction  faite  des  mêmes  termes).  La 
proposition  est  donc  vraie  pour  la  fonction  proposée,  puisqu'elle  est 
exacte  pour  —  L(i  —  z). 

Cela  pose,  si  g(t)  désigne  mainlenant  une  f  onction  entière  quel- 
conque d'ordre  fini,  la  sêriey^g(hn)z"  définit  une  fonction  qui 
n'a,  à  distance  finie,  que  l'unité  comme  valeur  singulière. 

Par  exemple,  soit  //  un  nombre  positif  ou  négatif  quelconque,  si 
Ton  prend  g(l)  =  c'",  g{hn)  =  n\  la  fonction  ^/Z':"  rentre  dans 
l'exemple  précédent. 

37.  Examen  d'autres  hypothèses.  -  L'hypothèse  du  x\"  26  a  Irait 
à  un  premier  mode  de  comparaison,  celui  de  o(j)  à  une  expression  de 

la  forme ^ ,  dans  le  voisinasse  de  a.  On  peut  évidemment  choisir 

des  types  de  fonctions  susceptibles  de  se  rapprocher  davantage  des 
fonctions  9  que  l'on  peut  avoir  à  considérer,  de  manière  à  trouver  des 
caractères  plus  avantageux  que  ceux  auxquels  on  a  d'abord  été  con- 
duit. 

Prenons  le  quotient  '-  y_/yi  -'  O"  '"  désigne  un  nombre  au 
moins  égal  à  1  et  p  un  nomijre  réel  quelconque,  et  supposons  que  pour 
chaque  point  a  le  produit 

ait  une  limite  supérieure  quand  r  tend  vers  a.  Il  u'y  a  pas  de  difficulté 
(  pas  plus  d'ailleurs  que  précédemment)  provenant  de  ce  que  la  fonc- 
tion à  étudier  peut  n'être  pas  uniforme.  En  effet,  lorsqu'il  y  a  lieu 
d'utiliser  l'hypothèse  sur  sa  limite  supérieure,  dans  l'évaluation  de 
l'intégrale,  le  chemin  décrit  par  la  variable  (^-^  j  ne  tourne  pas  une  infi- 
nité de  fois  autour  du  point  singulier. 

Cette  remarque   faite  et  les   notations   conservées,    nous   avons  à 


420 

prendre  rintégrale 


Or  on  a 


y„  et  j',  étant  ]es  limites  entre  lesquelles  y  varie.  On  sait  que 
Comme  a-(  y)<:^  A'j',  la  partie  calculée  est  infiniment  grande,  au])lusde 

rL(i)1" 

Tordre  de       .v   _,       pour  o  infiniment  petit  (sauf  pour  ///  ^--  i  et  p  <[  o). 

. ., .       f   Vi-^  ,  ' 

L'intégrale  qui  reste  a  un  module  inférieur  a  A'     /    y  d- — j^^-  Soit 
expression.  Elle  s'écrit 

\     7'"-'     /,v„i      Jx  J'" 


A  J  cette  dernière  expression.  Elle  s'écrit 


Le  premier  terme  est  encore  au  plus  de  Tordre  de  -\  Jj,   ■  (^)uaul  à  T 


l4^" 


tégrale    /    j^^f/)-' que  nous  désignerons  par  J',  nous  distinguerons 

deux  cas  : 

Prfinier  cas  :  m  ^  i .  —  On  a  de  suite 


si  p  ^  —  i ,  et  s\  p  = 


J'=LL---LL  — 


Ces  quantités  sont  respectivement  de  Tordre  (  L  ^  )       tl  LL 
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Deuxième  cas  ;  m  >  i  ei.  p  ^  o  (m  >  i  et  p  =  o  est  une  hypothèse 
examinée  plus  haut). 
On  a 


—  J'+    /     ^^ 


Or,  L — a  un  minimum,  quand  y  va  de  jKo  à  jKo  et  si  r(^yo)esl 
c  y 

petit,  ce  minimum  est  grand;  désignons-le  par  /.  On  en  conclut 


I  \p- 


y>ij}^-<iy, 


et,  par  suite,  le  premier  membre  est  compris  entre 


m  —  I  j, 


J'     et I-t)J'. 


P  \     P  l 

Donc,  enfin,  J'est  de  Tordre  du  second  membre,  c'est-à-dire  de 


Les  résultats  de  cette  discussion  sont  les  suivants  : 
L'ordre  de  grandeur  de  I  est  celui  de 


(■-I)' 


si  m  >  I  (p  peut  être  nul,  puisqu'on  retrouve  alors  la  formule  déjà 
établie  dans  ce  cas), 

[HO]"' 

si  m  =  I  et  /)  >>  —  I, 

LL^, 

0 
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si  »?  =  I   et  p  =  —  I  , 

une  quantité  finie. 

V.I  ni  —  i  et  />  <<  —  1 . 

58.  En  raisonnant  comme  aux  n°'  28  et  suivants  on  parvient  aux 
propriétés  que  voici  : 

i"  m  est  supérieur  à  i.  —  Soit  ta  un  nombre  choisi  supérieur  à 
p  -^  m  —  I .  Si  />  -1-  w  —  1 2  o,  il  suffit  que 


^i  /)  -h  w  —  I  ■<  o.  il  suffit  que 


l^,J-  —  „,J  n —  (on  a  pris  tô  <o). 

f/,',  désigne  une  quantité  infiniment  petite.  Dans  les  deux  cas,  une 
fonction  entière  d'ordre  inférieur  à i-épond  à  la  condition  corres- 

m  —  I        ' 

pondante. 

2"  jn  est  égal  à  \  et  p  supérieur  à  —  \ .  On  pourra  prendre 

infiniment  petit. 

3"  m  est  égal  à  i  et  p  à  —  \ .  —  Il  suffira  que 

1 
L.L/i.|c/„l" 
lende  vers  o. 

59.  On  nMuanpiera  Fanalogie  des  caractères  que  nous  ap|)li(pion> 
aux  points  singuliers  de  ^  (et  que  Ion  pourrait  évidemment  conq)!!- 
quer  de  plus  en  plus)  avec  ceux  de  M.  Bertrand  relatifs  à  la  conver- 
gence des  séries.  Quant  aux  caractères  que  nous  en  déduisons  pour  les 
fonctions  $,  elles-mêmes,  ils  montrent  l'utilité  (ju'il  y  aurait  à  pour- 
suivre la  classification  des  fonctions  entières  en  distinguant  cnlic  elles 
les  fonctions  d'un  même  ordre. 
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40.  Applications.  —  Voici  plusieurs  exemples  où  la  fonction  $(3  ) 
formée  n'a  que  Tunité  comme  valeur  singulière  finie. 

1°  Soit  ¥{z)  une  fonction  entière  quelconque,  ^A,,^'';  et  posons 
0(3)  =  ^a„:;",  avec  a,,  ^  Ao  +  A,  +. . .+  A„.  Nous  aurons 

et,  par  suite,  si  |rf„|"L//  tend  vers  o  pour  n  infini,  nous  pourrons 
choisir  •!>(=)  =  ^^( «„)-"■ 

2°  Soit  a„=  I  +-+...+  -;  il  suffit  de  prendre  la  fonction  g-(/)  de 

manière  que  |c?„|"(L«)^  soit  infiniment  petit. 

3°  Supposons  que  la  série  0^+0,1  +  c^t-  -l-  .  .  .  ait  un  rayon  de 
convergence  différent  de  zéro.  La  fonction 

n'a,  comme  on  sait,  que  l'unité  pour  valeur  singulière  à  distance  finie. 
Il  résulte  d'ailleurs  du  calcul  effectué  au  Cliap.  II,  n"  12,  que,  dans  une 
aire  limitée,  — —  reste  fini.  Nous  ferons  donc  tendre  vers  o  l'expres- 

'1  —  z 

i. 
sion  |(/„["Ln,  et  en  posant 

"  "         n  n-  n" 

la  fonction  *(- )  répondra  à  la  question. 

il.  Remarque  finale.  —  Les  extensions  que  nous  avons  données 
du  théorème  de  M.  Hadaniard  consistent  en  définitive  dans  des  rela- 
tions d'inégalité  entre  des  limites  supérieures  d'une  certaine  fonction 
ç(^2)=  Va,;:;"  et  des  différentes  fonctions  V^;;;"  que  l'on  peut  eu 
déduire.  Ce  sont  des  relations  de  ce  genre  que  nous  avions  établies 
directement  pour  les  fonctions   particulièrement  simples  et  intéres- 
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santés  9(-)  =  ^  --"  et  ç(-)  =  ^nz".  Lorsqu'on  se  borne  à  con- 
clure de  là  un  caractère  relatif  à  des  domaines  réguliers  pour  des  fonc- 
tions $(^)  =  T*  e  (^h)-"  où  g  désigne  une  fonction  convenablement 

choisie,  il  est  à  coup  sûr  inutile  de  faire  intervenir  les  enveloppes  de 
séries.  Mais  cette  théorie,  dont  nous  nous  sommes  servi  pour  construire 

à  partir  des  fonctions  y--"  et  Vnc"  des  séries  d'une  nature  plus 

complexe,  nous  pouvons  l'appliquer  à  présent  en  prenant  pour  point  de 
départ  d'autres  fonctions  cp  pour  lesquelles  nous  saurons  utiliser  le 
théorème  étendu  de  M.  Hadamard.  Je  me  borne  à  cette  indication  et  à 

l'exemple  suivant  :  Si  la  série  "^c^t^  représente  une  fonction  entière 
d'ordre  fini  et  si  l'on  pose 

la  fonction  «I>(rj  =  y  g,^(Ln):."  n'a  pas  d'autre  singularité  que  l'unité 

à  distance  finie. 

Ce  résultat  devient  évident  :  i°  si  l'on  utilise  la  remarque  du  n°  5i» 

sur  la  fonction  o(z)  ^  V  L«:;";  2°  si  l'on  observe  que  dans  la  série 

c^,[{L2yz'  +  (L3/;'  +  .  .  .  +  (Lnyz"  +  ...  +  ...] 

les  termes  CpÇLriyz"  sont  comparables  à  ceux  de  la  série  ^  .^  z", 

quel  que  soit  R,  pourvu  que  l'on  choisisse  p  assez  grand  et  que  l'on 

fasse  varier  n  de  ^  à  une  certaine  valeur  p'  qui  rend  —  infiniment  grand 

avec  p,  conformément  à  la  troisième  condilion  fondamentale  (Cliap.  1 1 , 
n°  12). 

i2.  Conclusion.  —  Il  ressort  du  présent  Travail  (pie  la  comparaison 
d'une  série  donnée  avec  des  séries  connues,  coiiq:)araisoii  cpù  constitue 
vraiment  le  principe  fondamental  dans  l'étude  de  la  convergence,  peut 
être  utilisée  pour  la  recherche  des  singularités  sur  le  cercle  ou  dans  le 
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plan.  Déjà,  on  peut  construire  par  ce  procédé  des  séries  variées  sur 
lesquelles  on  obtient  des  renseignements  précis.  Mais  il  reste  à  savoir 
s'il  serait  possible  de  trouver  des  caractères  simples  s'appliquant(sauf 
des  cas  exceptioimels)  à  des  séries  arbitrairement  données.  La 
variété  de  la  nature  et  de  la  distribution  possibles  des  singularités  rend 
au  moins  improbable  une  solution  satisfaisante  de  ce  problème. 
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Formule  pour   le   calcul  rapide   d'un    certain  potentiel; 
Pah  m.  LERCH. 


Dans  son  excellent  Mémoire  :  Développements  en  séries  trigono- 
métriques  de  certaines  fonctions  périodiques  vérifiant  l'équaliou 
AF  =  o  (Journal  de  Mathématiques,  i886),  M.  Apxjell  a  obtenu 
quelques  formules  très  élégantes  permettant  d'évaluer  assez  rapide- 
ment certains  potentiels.  L'une  d'elles,  qui  correspond  au  cas  le  plus 
simple. 


sjx'^  - 


2'\  _J=. 


|n-ésente  cette  circonstance  que  les  coefficients  de  son  développement 
ne  sont  pas  exprimés  sous  forme  finie.  Il  m'a  semblé  utile  de  cherclier 
un  développement  à  convergence  rapide,  différent  de  celui  de  l'illustre 
géomètre,  et  dont  les  termes  seraient  des  fonctions  élémentaires  cl 

simples. 

J'y  suis  parvenu  à  l'aide  de  quelques  invariants  analytiques  de 
formes  quadratiques,  lesquels  j'avais  considérés  à  maintes  reprises. 
Mais  les  recherches  correspondantes  étant  rédigées  en  tchèque,  il  me 
semble  indispensable  de  présenter  tous  les  développements  sous  la 
forme  aussi  élémentaire  que  possible. 


^28  LERCH. 

Je  prends  pour  point  de  départ  une  formule  que  j'avais  obtenue 
autrefois  (')  et  qui  se  vérifie  tout  de  suite  : 


y 


[«-+-( IV  H-  m)- y 
,,  ,.      -^  •'  •     •       u  u  +  b(iv-\-  n)- 

tn  supposant  5>-  r,  j  y  pose  w  =  c,  puis  je  change  u  en : 

et  j'ajoute  les  résultats  pour  n  =  o,  rt  i,  ±  2,  . . ..  Il  vient 


I   1 


[a  -+-«((■  +  «O'-t-  6(«'  +  n)^]" 


V^r(5-i)   ^ 
v/5r(s)      ^ 


[(/-+-   i(n'  -i-  «)-] 


cela  étant,  échangeons  les  lettres  a  et  h,  puis  f  et  w;  le  premier 
membre  reste  inaltéré  par  cette  opération  et  disparaîtra  en  retranchant 
les  expressions  obtenues  de  cette  manière.  Il  s'ensuit 

fjs-i)    V    (  V^ V^  i 

^       —    T^cos 2 rnç  -    7^    /     ^  '  z     ^ clz 

—  rj  ^^C0S2/?HV-    ^^      /       ^  *  '        "    ■-       ''^*'' 


(')  Annales  de  la  Faculté  des  Sciences  de  Toulouse,  t.  111. 
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Dans  celte  équation  posons  s  =  i  -i-  p,  z  étant  infiniment  petit  et 
positif;  il  vient 

r(}  +  ?)  Y   (  «-P ^'P  ) 


z^dz 


Les  intégrales  dans  le  second  membre  s'obtiennent  à  l'aide  de  la 
formule  élémentaire 

de  sorte  que  le  second  membre  devient 

.ab  ^     ^        lu 


•h     In 
C0S2»a'-  -im-  y-  y^+(if  +  «)- 


\^ 


(H'-i-  «)■ 


cosa/Mir-T:  -i.m-!t\ 


%^- 


il  se  simplifie  en  elfectuant  la  sommation  par  rapport  à  m  qui  se  fait  à 
l'aide  de  la  formule 


2 


cos2(VK  —  r 
2r"'cos2//(U"; 


-\  r  -A —  )  —  C0S2  w- 

Journ.  de   Malli.  (/>•  siiic),  lome  V.  —  Fasc.   IV.  iS()9.  ^^ 
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et  Ton  aura 

«-P  6-P 


r(;  +  f)  2 


([^<"-">T"    |;i-("-")=r'i 


II,      ;ii 
,—      •ri  I  C0S2('-  e  1  a   ■<  U 


Il  s'agit  maintenant  de  la  limite  de  Texprcssion 


pour  f  =  o.  En  employant  le  développement  i-\  =  1  +  p  log  — h  (p-), 


on  aura 


r  1'"^^       r  T"^*^  i 


log^+(p^) 


Cela  étant,  la  formule  (i)  fait  voir  que  la  quantité 

i- ^ r- 
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se  réduit,  pour  p  infiniment  petit,  à  la  quantité 


le  reste  étant  fini.  11  s'ensuit  que  l'on  aura 


d'où,  par  conséquent, 


I      ^ 
lotr-, 


'■=--'i\/^ +  ("  +  «)-        \/f +  ('"  +  ")'i 


cosacî:  —  e        >  «    ' 


rt  V^  I  cosii'T.  —  e 

„  =  _«^/_  +  (.,.+  «p  cos  hyp  |..y/-y/^  +  (.v+,O^J  - 


C0S2H-  —  e 


'  1  / (-       V  +  «  )-    COS   livp        2-l/yi/ 1-(  ('+«)='       —  C0S2 

\   a  ■      l        \    0  \    a  J 

Pour  simplifier,  changeons  u  en  au,  et  posons-^  =  /=;  si  Ton  écrit 
ensuite 


0  'K^s ")  =  ^!'2\^W^WtT.  -  "^^8")' 


notre  résultat  prend  la  forme 


-  — y/Ov  +  m'  +  l',, 

ri:  —  e    ' 


(3) 


•^  I  C0S2lVTt  ^.-!1l//l>'+n 

^  v/(i'  +  r»)'+"    COS  hyp  [3-::<\''(c  +  «)'+ (^] 


C0S2lVTt  ^.-!1l//li'+n)'--n 

C0S2H'- 
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Celte  formule  qui  résout  le  problème  énoncé  se  simplifie  en  prenant 
<  =  I,  ce  qui  suffit,  par  exemple,  pour  évaluer  le  potentiel  étudié  par 
Riemann  dans  son  INIémoire  Zitr  Théorie  dcr  Nobilischen  Farben- 
ringe;  on  a 


■r^  I  C0S2  vr.  —  c    -'^vi' 


(  r^\         ]  _       y'(n-t- /()'■' -t- "   cos  liyp  [2- ^''(iv  4- «)^-t- f<]  —  cos2r- 

!-^  I  C0S2H't:  g-2Wv!''  +  ''!'+" 

Z^    V' (''+'*)'+"    cos  liyp  [2  Tï  y/(t' +  /()--)- i/J  —  cos  2  iriT 

On  peut  obtenir  une  évaluation  par  l'intégrale  définie,  si  Ton  mul- 
tiplie par  dw  et  si  Ton  intègre  de  zéro  à  i  ;  on  a  pour  ce  but  la  formule 
qui  s'obtient  tout  de  suite  au  moyen  de  la  définition  (2) 

r'  4 

j^   •!(«',  M  MAv  =  log-, 
et  il  s'ensuit 

K.          ,        4            r'       dx                    cos2f7r  —  g-2'n/j'+" 
V,  M)  =  log-+     /       -  i ,  , > 

"  c'_«  V  .*■'--+-  M    COb  hyp  [2Tt  y/^'-(- hJ — C0S2Ct: 

ou  bien 

,^,         ,  ,        ,       I      4  c"  cos2('Tt  —  e-2«»'-'=-^"  dx 

(a)       'L((^,  ?/)  =  log- -h  2  /     -, ,.  . . 

«  J(,      cos  hyp(2T:  V'.a;'-*- f/ )  —  cosai'Tt  V'-^'"!"  " 

formule  qui  peut  s'écrire  d'une  manière  encore  plus  simple,  si  Ton  lait 
<^x-  -i-  11  =  x', 

,  r-„\              1/           X          1         4                C"           C0S2  WK  ^  e"-"'^                dx 
(5")  'WP,  m)  =  Iog- +  2   /      r ■    , • 

^        '  T\'/  0„  J^     C0Shyp21t^ —  C0S2«'Tt   ^^î n 

La  formule  (4)  est  d'une  classe  de  relations  qui  sont  assez  nom- 
breuses, et  de  laquelle  je  veux  mentionner  encore  deux  exemples,  à 
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savoir 


lim    ^    [Vi^'i'i  +  v)-+  «  —  \/(<.v.,-hyy-\-rt 


=  iv:  —  «•.■; lo"-    I  I    .  ' ,  _  ,,       „,  ,  =;-' 

et  puis 

4C"^^;^=A/^-MogP(o, 

où  Ion  a  posé 


et  A  représente  une  constante  qui  peut  être  définie  par  la  limite 

/  "       \ 

A  =  ^  +  log2  +  liml  n-  +  //  +  log«  —   ^  \/v"  +  •  )• 

On  trouvera  des  démonstrations,  avec  d'autres  développements," 
dans  un  Mémoire  sur  des  développements  à  convergence  rapide  de 
certaines  limites,  qui  va  être  présenté  à  l'Académie  de  Piague. 
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Mémoire  sur  l'intégration  des  é(juations  aii.i  dérivées  partielles 
du  premier  ordre  ; 

Par  m.  N.   SALTYKOW. 


Le  Travail  qui  va  suivre  a  pour  objet  Tétude  d'un  lien  intime  entre 
les  problèmes  d'intégration  des  équations  simultanées  aux  dérivées  pui- 
tielles  et  de  celles  aux  différentielles  totales,  présentant  une  généralisa- 
tion des  recherches  de  Cauchy  et  Jacobi  sur  une  seule  équation.  On 
établit  de  la  sorte  parmi  les  manières  de  traiter  les  problèmes  d'inté- 
gration des  équations  simultanées  et  d'une  seule  équation  une  analogie 
complète,  dont  la  Science  semblait  être  privée  jusqu'à  présent.  De  plus, 
la  théorie  développée  offre  un  intérêt  particulier,  les  théorèmes,  dont 
S.  Lie  a  enrichi  la  théorie  des  équations  en  question,  s'en  présentant 
comme  conséquences  immédiates.  J'ai  eu  l'honneur  de  publier  dans 
courante  les  résultats  de  mes  recherches  dans  les  Comptes  rendus  de 
l'Académie  des  Sciences,  mais  je  veux  en  donner  dans  les  pages  sui- 
vantes une  démonslralion  détaillée. 
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CHAPITRE  I. 

DES    INTÉGRALES    COMPLÈTES. 

1 .  Le  but  de  ce  Chapitre  est  d'introduire  plusieurs  modifications  dans 
la  uiéthode  des  caractéristiques  de  Cauchy  pour  l'intégration  d'une 
équation  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre  d'une  seule  fonction 
inconnue  et  dont  M.  S.  Lie  a  donné  une  généralisation  sur  les  systèmes 
des  équations  simultanées.  Je  veux  précisément  étudier  le  point  impor- 
tant de  cette  théorie,  concernant  le  calcul  des  intégrales  complètes  au 
sens  de  Lagrange.  Cette  question  me  semble  avoir  lui  certain 
intérêt,  car  la  méthode  de  Cauchy  devient  quelquefois  illusoire. 
C'est  à  cause  de  cette  circonstance  que  plusieurs  auteurs  éminents 
introduisent  dans  ladite  théorie  une  nouvelle  notion  de  INL  S.  Lie  sur 
les  intégrales  des  équations  en  question.  Mais,  c'est  en  conservant  la 
première  notion  de  Lagrange,  que  je  me  propose  de  combler  ici  cette 
lacune.  D'ailleurs,  la  question  posée  étant  résolue  complètement  pour 
une  seule  équation  par  MM.  Mayer  et  Lemonnier  (  '  ),  il  ne  nous  reste 
qu'à  étendre  leurs  résultats  aux  systèmes  d'équations  simultanées. 

2.  Considérons  le  système  d'équations  difTérentiellcs 

',  li  =  i,  2,  . . .,  r/i  m  j  // , 
où  a;,,  ^2,  ...,  ./■„  sont  des  variables  indépendantes  et  j  lu  fonction  in- 
connue: />.,  /) o„  désignant  les  dérivées  partielles  -7^1  -v— >  •••'  '^^-• 

j\ous  supposons  que  les  équations  (i)  forment  un  système  complet   en 
entendant  par  là  que  les  égalités 


f  ^  \dp,n.i  dx,„^i        Op,„^i  dx„,^i)  ' 

'  1  =  1 


(')  Math.  An.,  Bel.  III,  S.  p.    )|j.  —  f  ull.  de  l-i  S(,c.  waili.  de  /•'.,  i.  \. 

p.  223. 
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OÙ  l'on  a  pose 

f/ll/,  _  t)II,.       fc)Il,. 

sont  identiquement  satisfaites  pour  toutes  les  valeurs  distinctes  des 
indices  /r,  A  de  i  à  /».  On  les  écrira  plus  brièvement  sous  la  forme 
symbolique  (  '  ) 

|ii;„n,j  =  o. 

Le  problème  à  résoudre,  c'est  de  Irouvei-  les  valeu/s 

C^)  =,P,n^nP,n^2,   ■■■,Pn 

en  fonction  des  tKiriablcs  indépendantes  a?,,  x.,,  ...,  rr„,  de  sorte 
qu'en  y  joignant  les  fonctions  de  mêmes  variables  p^,  p.,,  . . .,  p,„ 
définies  par  les  équations  (i),  on  ait  des  identités 

,  /s  dz  dz  dz 

<^4)        p^^ôj,'     p^-^ôF,'     •■•'     P"=d7:r 

3.  En  suivant  Jacobi  dans  son  Mémoire  important  :  Uehcr 
die  Intégration  der  partiollen  Differentialgleichungen  erster 
Ordnung  (-),  difTérenlions  par  rapport  aux  >^■,„^_,,  .ï',„+o,  ...,  •/;„  les 
identités  qu'on  obtient  par  la  substitution  des  valeurs  indiquées  z,  p 
dans  les  équations  (i).  Les  identités  obtenues  nous  montrent,  en  vertu 
des  relations  (4)  et  de  celles-ci, 

Ôpi    Ôps 

qui  en  découlent  pour  toutes  les  valeurs  des  indices  i,  s  de  i  à  m,  qu'il 
est  nécessaire  que  les  fonctions  (3)  satisfassent  aux  équations  dilTé- 

(')   Cf.  Delassus,  .1/;/).  de  l'Éc.  Norin.  sup..  Z'  série,  t.  XIV,  p.  126. 
(')  Gesammelle  Werke,   Bd.  IV,  S.  ;. 

Jourii.  de  iWath. (S' série),  lomeX. —  Kasc.  IV,  1S99.  3^' 
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rentielles 

(  (Je        "y"    àU,        <)=      ^  p 

(5)  '\  dp,       "y    dlh      àp.     ^       f/H/.. 

I  (9.1"/,        ^  àp,„+i  d.r,„+i  (V^v' 

1    ('  =z  /n  H-  1 ,  1)1  +  2,  ...,//  ;  A  =  1 ,  2,  ...,/// , 

où  Ion  a  posé 

Les  équations  (5)  présentent  une  généralisation  des  systèmes  étudiés 
par  Jacobi  dans  son  Mémoire  cité  plus  haut  et  ont  bien  la  forme  de 
celles  dont  la  théorie  est  développée  dans  mon  Travail  :  Étude  sur  les 
intégj-ales  d'un  système  des  équations  différentielles  aux  dérivées 
partielles  de  plusieurs  fonctions  inconnues  ('). 

Il  y  est  démontré  que  la  solution  des  équations  (5)  revient  à  intégrer 
le  système  suivant  d'équations  aux  dérivées  partielles  à  une  seule 
fonction  inconnue  /  des  variables  in(l(''|)eiidantcs  ,/•,,  x'o,   ...,   /■„,  :■■, 

Of_        "y"  ^,         ôf  p    ,)£        "y"    d\\,         ôf      ^  ^^ 

(  A  =  i,2,  ...,m. 

On  va  \oir  aisément  (pie  re  dernier  système  est  jacoliii'ii.  l.u  cllcl, 
les  parenthèses  de  Poisson,  formées  pour  les  é(pialinns  des  indices 
//  et  A,  deviennent 


Of 


(')  Journal  de  Lioia'ille,  p.  423;  1897. 
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On  a  d'ailleurs 

û 


\  ii.h 


d 

dx,,,^u 


H/,,  H^  I  =  o, 

|H^,Ha;  =o, 


Les  intégrales  du  système  (G)  sont  donc  déiinies  par  les  équations 
au\  difFércntielles  totales 


dz 


dW, 


=  2;(2/w.^-H. ./... 


(7) 


dXm^l  =  2 


dxk^ 


dp„ 


dW, 
d.v,„+, 


-^:^dx,, 


A  =  1 

«  =  I,  2,  . . .,  rt  —  m. 


Il  est  à  remarquer  que  l'on  parvient  de  même  à  ces  dernières  équa- 
tions (7)  en  poursuivant  Tordre  d'idées  développé  par  Jacobi  dans  son 
Mémoire  célèbre  :  Nova  tnethodus  œquationes  differentiales  par- 
tiales primi  ordinis  inter  numerum  variabilium  quewcunquc  pro- 
positas  integrandi.  En  effet,  soit 

/(x,,a;2,  ...,x„,  :-,p„,+,,P,n-^2-  ■■  ■ , P»)  =  G, 

C  étant  une  constante  arbitraire,  l'équation  définissant  l'une  des 
valeurs  (3).  Il  s'ensuit  que  la  fonction  /  est  l'intégrale  du  système 
linéaire 

/i  =  I,  2,  . . . ,  m, 
identique  au  système  (6),  les  crochets  rcctilignes  représentant,  daprès 
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M.  Mayer,  les  parenlhèses  de  Poisson,  généralisées  par  ^^  eiler  ('  ),  et 
comprenant  toutes  les  variables  a-,,,^^,  :,  p,„+r- 

Soit  Tintégrale  générale  du  système  (7)  donnée  par  les  équations 

(8)  z  =   9(x-,,x-.,  ...,/.■,„,  a,,  <7,,  ...,«„_,„,  h,b,,  />.,,  ...,  b„.,n), 

(9)  Pm^i=  /K-i".,  *■■.,  •  •  -,  -Cm,  a,,  «.,  •  •  -,  Cr«-,«,  ^,  ^'n  1^27  •  •  ■,fju-m), 

(10)  x„,^i—  F,(j;,,  X.,  . . .,  x,„,  «,,  «o,  . .  .,«„-„„  ^',  l>,.l>,,  .  ..,/'„_„,), 

i  :=  I  ,  2 ,   .  .  .  ,  /î  «?  , 

a,,  />,  />,  étant  des  constantes  arbitraires. 

S'il  est  possible  de  résoudre  les  équations  (10)  par  rapport  à  n  —  rn 
constantes  quelconques,  on  a  une  solution  du  système  (5)  en  éliminant 
ces  constantes  des  équations  (8),  (9).  Supposons,  en  efl'et,  les  équa- 
tions (10)  résolubles  par  rapport  à  n  —  m  constantes  que  nous  nom- 
merons C,,  Cj,  ...,  C„_,„;  toutes  les  autres  étant  désignées  dans  ce 
cas  par  C„_„,^_,,  C„_,„^2,  ...,  C2„_n„,+  ,.  En  éliminant  C,,  Co,  ...,  C„_,„ 
des  équations  (8),  (9)  nous  avons  n  ~  m  -h  i  équations  intégrales 
distinctes  du  système  aux  différentielles  totales  (7).  C'est  précisément 
une  solution  du  système  (5)  comme  je  l'ai  démontré  dans  le  Mémoire 
mentionné.  Le  point  important  de  nos  recherches,  c'est  d'examiner  s'il 
est  possible  de  former  ces  dernières  équations  intégrales  de  façon  à 
satisfaire  aux  conditions  rccjuises. 

i.   Il  est  à  remarquer  en  premier  lieu  qu'il  sujjil  d'cn-oir 

(11)  ^j,„^.=  ____,         i=i,i,...,i,  ~  m 

pour  vérifier  toutes  les  relations  (4)- 

En  effet,  les  premières  équations  (j)  étant  idcnliqucuicnt  satisfaites, 
on  en  conclut 

ùz  „ 

(')  Maykr,  Matlieinalisclie  Annalen,  1kl.  I\,  S.  Sjo. 

Weh-kr,  Zeitsclirifl  fiir  Malli.  und  l'hys.,  Bd.  8,  S.  iCA\  H'I-  -iO,  S.  271. 
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ft,  par  conséf[ucnt,  nous  avons  des  identités 


<).r. 


—  pk,         /i  =  I,  2,  .  ..,  m. 


Pour  résoudre  notre  problème  il  est  donc  nécessaire  d'étudier  à 
quelles  conditions  les  relations  (i  i)  ont  lieu. 

a.   Les  équations  (lo)  étant  résolubles  par  rapport  aux  C,,  C^,  . . ., 
C„_„,,  le  déterminant  fonctionnel 


ne  s'annule  pas. 

De  plus,  en  substituant  les  valeurs  (lo)  des  variables  a:•,„^_,•  dans  les 
fonctions  ^,  /j,,,^^/,  obtenues  plus  haut,  on  a  identiquement  leurs 
valeurs  (8),  (9).  Désignant  par  des  parenthèses  les  résultats  de  cette 
deinière  opération,  on  obtient  des  identités  nouvelles  en  différentiant 
les  précédentes  par  rapport  aux  constantes  C 


(i3) 


(•4) 


dx,„+J    àC,     ~  dC^' 


p  =  I,  2,  ...,/«  —  lit, 

1  =  1 

m  -\-  i,  n  —  m  -h  2,  . . .,  2/1  —  mi  -{-  i . 


Nous  allons  introduire  dans  notre  calcul  une  nouvelle  notion  sur  des 
fonctions  (  '  )  qui  seront  dans  la  théorie  développée  d'une  importance 
extrême;  posons 


Il  y;        v'  ' 


dC 


(  '  )  Voir  PoiNCARÈ,  Sur  les  propriéléx  des  fonctions  définies  par  les  équations 
aux  différences  partielles,  p.  20;  Lemonmeii, /?«//.  de  la  Soc.  math,  de  France. 
t.  X,  p.  223. 


4^2  iN.     SALTYKOW. 

:■,  Pin^h  ■'^'w+i  «lyanl  les  valeurs  (8),  (9),  (10),  C  étant  Tune  des  con- 
stantes y  contenues. 

Les  identités  (11)  ayant  lieu  de  même  pour  les  valeurs  (10)  des 
variables  .r ,„+,,,  on  tire  des  égalités  (i3) 

(J^=o,  i=j,2,...,n  —  ni. 

Ces  dernières  conditions  sont  nécessaires,  mais  en  même  temps  elles 
sont  suffisantes.  En  effet,  supposons  que  les  équations 


dz 

1  =  1 

à.r,,,^,- 

dC, 

'    dC 

i' 

=  1,2,.. 

.,  it  —  m, 

sont  identiquement  satisfaites.  En  les  retranchant  des  identités  (1  S), 
qui  ont  toujours  lieu,  il  viendra 


"n^' da-,,,^,- [  (    dz    \\ 


c  =  1 ,  2  ,...,/<  —  /« . 

Le  déterminant  (12)  ne  s'annulant  pas,  nous  parviendrons  aisément 
aux  identités  (i  i). 

()uant  aux  égalités  (i-l)?  elles  donnent  des  conditions 

pour  toutes  les  constantes  Q,  qui  restent  dans  l'expression  de  la  fonc- 
tion mentionnée  z.  Ces  inégalités  sont  de  même  non  seulement  néces- 
saires, mais  aussi  suffisantes,  car  en  posant 


ôz        v"  dz  -^ 


.V  =  //  —  /;/  -I-  I ,  /i  —  /«  -f-  2,  . .  . ,  2  W  —  2  ///-Kl, 
on  a,  en  vertu  des  identités  (i  i),  (i4)) 
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Cela  étant,  la  valeur  r  en  fonclion  des  x,,  x.,  . . .,  ./„  contient  explici- 
tement les  constantes  arbitraires  il,. 

Encore,  les  équations  obtenues  par  réliniination  des  constantes  C,, 
C,,  . . .,  C„_„  étant  des  équations  intégrales  distinctes  du  système  (j), 
il  est  impossible  d'en  éliminer  les  constantes  C„_,„_^,,  C„_,„_o,  ..., 
C,„_2m^i  •  Donc,  il  n'existe  point  de  relations  entre  les  variables  z,  p,  x 
qui  ne  soient  contenues  parmi  les  équations  (i). 

Par  conséquent,  pour  satisfaire  aux  exigences  de  noire  pro- 
blème, il  est  nécessaire  et  suffisant  que  les  équations  (lo)  soient 
résolubles  par  rapport  à  a  —  m  constantes  quelconques,  les  fonc- 
tions U(;  correspondantes  étant  identiquement  nulles .  De  plus,  si  les 
autres  n  —  m  -h  i  fonctions  U^^  ne  s'annulent  pas,  la  solutio/i 
obtenue  est  précisément  une  intégrale  complète. 

Nous  sommes  en  état  d'indiquer  plusieurs  cas  où  les  conditions  citées 
ont  lieu.  Mais  pour  les  étudier  nous  nous  fonderons  sur  les  deux 
leinmes  suivants  : 

G.  En  vertu  des  équations  (8),  (9),  (10),  la  foniiule 

A  =  I 

est  une  différentielle  exacte. 

Les  équations  (7)  étant  idi'iiticjiiemcnl  satisfaites,  nous  avons  des 
identités 


(i)> 
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DilTérentiant  par  rapport  à  :;  ridentité  (2),  on  obtient  une  nouvelle 
égalité  de  même  identiquement  satisfaite  pour  les  valeurs  (8),  (9), 
(10)  des  variables  r,  /?,„_^,,  x^^^.  En  vertu  de  cette  dernière  formule,  il 

viendra 

d    dWk  _    à    dn,, 
dx),    dz         dxk    ds 

notre  théorème  étant  ainsi  vérifié.  Posons  donc 


dW^^'^dx, 


A  =  i 


7.  La  fonction  \Jf^  est  définie  par  V équation 

—    (        rfW 

UJÎ,  W„  désignant  les  valeurs  des  fonctions  L'c,  W  correspondantes 
aux  valeurs  initiales  des  variables  x,,  a-j,  . . .,  a',„. 

La  dérivée  partielle  -r— ^'  étant  mise  sous  la  forme  suivante  : 

^Uc__<^/^£ y  àx,„+, 

dxk        c>G  \  dxi,        ^  '  '"^'    dxk 

\  i=\ 

elle  devient,  en  tenant  compte  des  identités  (i5), 


àVç 
dx/, 

~        dC     ^    jL  \dp,„+i     dC      '    ôx„,+i     dC 
1  =  1 

<>M*  Y  n        àx,„+i 
"•"    dz    ^P'"^'     dC 

On  i 

\  donc 

dUr.           <jn*TT 
dx,  -  -  IJT  ^r- 
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le  il  vicnl,  par  suite, 

S.   Picnoiis  pour  constantes  o,,  A,,  h  les  l'a/eurs  iititialcs  des 

i  =  1 

Les  a,  étant  éliminées  des  équations  (8),  (9)  en  vertu  des  (10),  on 
a  une  intégrale  complète  du  système  (i). 

Désii;'iianl  par  z"  la  valeur  iuitiale  de  r,  nous  avons 
z'^^h-^y^aj,;. 

I  =  I 

Le  délerniinaiit  l'onclionnel 

^fx„,^,,.v,„^,_ x„\ 

\    a,,  a,,  . .  ..  a„_,„    / 

est  ^o,  car  pour  les  valeurs  initiales  des  variables  .r,,  x.,^  ...,  ./•,„  il 
devient  égal  à  i.  Cela  posé,  on  a 

(16)  u:,=o,     ur  =  a„     ur=i. 

Les  fondions  -^  restent  li(jluinorplies  dans  le  domaine  où  les  il^;, 

considérées  comme  fonctions  des  variables  indépendantes  x^^  r.,,  . . ., 
x„,  z,  p,„^,,  Pm^2,  •••)  p,i,  sont  également  bolomorpbes.  Lintégrale 
générale  du  système  (7)  y  présentant  de  même  des  fonctions  z,  p,„^i^ 
-Cm^i  bolomorphes,  c'est  pour  ce  domaine  (auquel  nous  bornons  aussi 
nos  recherches)  que  la  différentielle  exacte  rA\  admet  une  intégrale 
holomorphe.  Par  conséquent,  la  fonction 

,/\v 
e 

Journ.  de  Matli.  (j'  série),  tome  V.  —  Fasc.  IV,   iS.jij.  J^ 
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dans  tout  le  cours  de  nos  calculs  a  une  valeur  finie  el  l'on  ohlienl,  en 
veitu  des  (i()),  les  identilés 

U„_=o,         l^J/„^o,         Ua>o. 

Donc,  en  éliniinanl  les  «,,  en  vertu  des  (  lo),  Icfjualion  (8)  donne  une 
irilégrale  complète  du  système  (i). 

î).  Il  est  aisé  d'indiquer  encore  deux  autres  cas  où  les  conditions 
requises  sont  satisfaites. 

Supposons  les  équations  (lo)  résolubles  par  rapport  aux  con- 
stantes /;,.  Il  suffit  de  prendre  pour  l>  la  valeur  initiale  de  :;  pour  avoir 

l'il  =  o,      u;;  =  I ,       u;;,  =  —  />,, 

Si  le  système  (i)  ne  présente  qu'une  seule  équation,  ce  cas  est  celui 
où  la  méthode  des  caractéristiques  de  Cauchy  donne  une  intégrale 
conqîlète. 

Enfin,  les  équations  (lo)  étant  résuluhlcs  par  rapport  aux  h,.,  «,  où 
tous  les  indices  f,  «sont  différents,  on  prend  pour  h  la  valeur  initiale 
de 

où  la  sommation  s'efTectue  par  rapport  aux  indices  i,  correspondants 
aux  valeurs  A,-,  qui  sont  à  éliminer  entre  les  équations  (lo).  Il  viendra 
donc 

u;„  =  o,      u^.^o. 
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CHAPITRE  II. 

ÉTl'DE    SUR    I.F.S    ÉQUATIONS    DANS    LESQUELLES    LA    FONCTION    INCONNUE 
NE    FIGURE    PAS    EXPLICITEMENT. 


Les  deux  Chapitres  qui  vont  suivre  concernent  la  géiiéralisalion  de 
la  première  méthode  de  Jacobi  d'intégration  d'une  seule  équation.  On 
y  introduit  la  notion  de  fonction  principale  des  équations  simultanées, 
en  généralisant  celle  de  l'illusli'e  Jacobi. 

Considérons  le  système  d'équations  différentielles 

(  Ih  +  II,,(j?, ,  .V.,,  . . . ,  ./;,„  ;>,„,, ,  /)„, ,_o,  . . . ,  p„)  =  o, 
[  /[•  ^  1 ,  2 ,...,//? ,  m  <^  //, 

que  nous  supposerons  être  en  involution,  les  conditions 

étant  identiquement  satisfaites  pour  toutes  les  valeurs  distinctes  /i  cl  /.■ 
de  I  km. 

Il  s'ensuit  que  les  équations 


*  =  1 


(3) 


«ill. 


dp,„.i=-^j^/fv^, 


1,2 /i  —  m. 


présentent  un  système  aux  différentielles  totales. 

La  théoi'ie  que  je  me  propose  ici  de  déveloi)|)er  consiste  à  éclaii'cir 
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le  lion  entre  les  problèmes  dïnlégralion  des  éqiialioiis  siniiilLam-es  au\ 
dérivées  partielles  (i)  et  de  celles  aux  dinèrenticUes  totales  (3).  On  va 
voir  qu'on  obtient  par  des  différentiations  Tintégrale  générale  du  s\s- 
tènie  (3),  une  intégrale  complète  des  équations  (i)  étant  connue,  et 
inversement,  si  l'on  a  l'intégrale  générale  des  équations  (3),  que  Tin- 
tégrale  complète  du  système  (r)  s'obtient  par  une  cjuadralurc 

Théorème  I.  • —  Soit 

(4)  z  =  \'(x,,  X,,  ...,  x-„,  0,,  b..,  . ..,  h„-,„)  +  l> 

une  intégrale  complète  des  équations  (i),  Z*,  ^,,  h.;,,  . . .,  /'„_,„  étant 
des  constantes  arbitraires.  Le  déterminant  fonctionnel 

/    d\         à\  <)\ 

(5)  j^l0a;'oa^„..,,'---'àa„ 
^     ^  \  bu  l>î,   ■  ■  ■ ,  f>n-m 

ne  s'anriulant  pas,  les  équations 
(6) 


donnent  l'intégrale  générale  du  systè/neÇi),  les  c/,  ('ta/it  de  ni)U\idb:s 
constantes  arbitraires. 

En  effet,  les  valeurs  .'■„,.„  />,„^,  définies  par  le  système  (G)  satisfoni 
identi(piement  aux  équations  ((3).  On  obtient  donc,  en  les  dilTéienllaiil 
par  rapport  au\  vai'iables  j,-,, ./;., /;„,,  des  identités  nouvcll('>< 


û\ 

0\ 
Obi 

/  =  1  ,   2,    .  .  . 

,  /<  —  ni 

^1^  +  y 


Obid.vi,        jUObjdx,,,^^     dr,, 
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Mais,  d'autre  part,  on  substituant  dans  les  équations  (  i)  leur  inté- 
i^-^rale  (  'i),  elles  devieMnenl  idoiili(juos,  et,  en  prenant  les  délivres  par- 
liclles,  par  rapport  au\  .r„,^,,  /',,  nous  avons 


y^. 


\'=L   1 

()'V  "y"  ()\\i  'T'  \ 


llclranclions  clnieune  de  ces  dernières  identités  de  sa  coiiespoiidanle 
dans  le  svstènic  précédent;  il  s'ensuit 


.•=1 

dx,„+,Obi      \    à.r,,  Op,„+J  ' 


i  =  I,  2,  ...,  n  —  »/, 

l'indice  />■  prenant  toutes  les  valeurs  de  i  à  ni.  Le  déterminant  (  j)  ne 
s'annulant  pas,  nous  obtenons  les  identités  cherchées 

dx„,^^  _    OUt  <)p,„+^  _  _    <^1U   ^ 

w)  dxk^  ~~  àp,„+,.'  Oxi,  Ox,,,^,,' 

l'indice  r  prenant  les  valeurs  de  i  à  «  —  m,  k,  les  valeurs  de  i  à  m.  On 
en  conclut  donc  que  les  valeurs  des  variables  .r,,,^,,  p,n^,;  définies  par 
les  équations  (  G),  sont  une  intégrale  générale  des  équations  (3). 

L'inverse  du  théorème   démontré  repose  sur  le   lemmc  prcluni- 
naire  : 

Soient  les  équations 

(8)  x-„,^,=  /,(.r,,  x„  . ..,  ./•,„,  «n  a,,  . . .,  a„_„„  l>,,  h, V,„), 

(9)  /^,«w=l\( ^' 

/=  1,  2,  ...,/<  —  nt 
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l'intégrale  gcncrcdc  du  système  (3),  a,,  b,  étant  des  constantes 
arbitraires.  En  vertu  de  ces  dernières  équations  la  formule 

dciient  une  différenlielle  exacte. 
Posons 

Les  idoiilités  (7)  ayant  lieu,  nous  obtenons 

r-x,„^i  _à}h 


1=1  ( = 1 

Il  s'ensuit  donc,  en  vertu  des  identités  (2), 

dVt  ^  dVn 
dx,,        dx^  ' 

Texprcssion   étudiée  étant  une   dilTérentielle  exaete.  (jue   nous  allons 
appeler  dV, 

TiiÉoniiME  II.  —  Prenons  pour  constantes  f/,,  A,  les  râleurs  ini- 
tiales des  variables  x,„^i,  pm^i-  ^-'C'  quadrature  de  la  différentirUr 
exacte  d\}  effectuée,  considérons  la  fonction 


\^   C" dV)  +  SaJ>,+  b, 


i>"ti;gr\tion   des   équations  aux   déiuvées  partielles.        /i'ïr 

où  b  CHl  une  noiaclie  constante  arbitraiie,  L„,  la  valeur  initiale  de 
la  fonction  U.  Les  ai  étant  éliminées,  en  vertu  des  équations  C^^,  ta 
vdlcuj-  obtenue  pour  Y  est  une  intégrale  complète  du  système  (i). 

Désignons  par  d  une  diflérentielle  l'elalive  à  des  accroissciiicnls 
des  variables  x,  pur  o  une  dilTérenlielle  relative  à  des  accroissnncnls 
des  ai,  bi  et  par  \  la  diflérentielle  totale,  de  sorte  que  Ton  a 

A  =  ./  +  r.. 
Il  viendra  évidemment 

Il  "-'" 

AV  =  f/U  +   /    f/  0 U  +  y  (  bi  oa,  -+-  rt,  cb,  ) . 

Les  égalités  (3)  et  (7)  ayant  lieu  identiquement,  nous  a\'ous 

,  =  1  *■ = 1 

dix:  =^'^cU,dx„ 
en  posant 

i=  1 

On  a  donc 

d olj  =  dl   ^  p,„^i o-'m+z  I , 

et.  par  consé(|uent,  on  trouve 

r/ ci:  =  y  ( p,„^i  lr„,^i  -  />,  oa,~). 
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11  s'ensuit 

<  =  I  *  =  1 

Le  déterminant  fonctionnel  des  fonctions  x,„^i  par  rapport  aux  con- 
stantes «/  admet  une  valeur  différente  de  zéro,  car,  pour  les  valeurs 
initiales  des  variables  a;,,  l'o,  . . .,  x„,,  il  devient  égal  à  i.  11  est  donc 
toujoui's  possible  de  résoudre  les  équations  (8)  par  rapport  aux  con- 
stantes a^  et  d'avoir,  ])ar  consécpient,  la  valeur  de  V  en  fonction  des 
variables  .r,  Z*,.  On  en  déduit 


i  ''^" 

-  = 

Pm 

^h 

Obi 

= 

Cf, 

)  àx,„^ 

\         i 

=  I 

1  -1 

,  "  — 

m, 

à.r,. 

+ 

lU 

=  o, 

^v  ^ 2  (;):^->^'-'+  jb/'^'')  +  2a^'^^- 


En  comparant  les  deux  expressions  de  la  didérentielle  AV,  nous  avons 
les  éiralités  suivantes  : 


(lo) 

(n)  ^+ll^=o,  A- =  1,2,  ..../». 

Les  équations  (lo)  présentent,  entre  les  ,r,  /),„+,,  «,,  ^/,  'i(^n  —  m)  rela- 
tions distinctes,  cliacune  d'elles  contenant  une  des  quantités,  soit  /^„+,, 
soit  a,,  qui  ne  figurent  pas  dans  les  autres.  Elles  sont  donc  des  équa- 
tions intégrales  du  système  (3)  de  forme  différenic  des  (8),  (9).  (^uant 
aux  équations  (1 1),  elles  résidtent  des  (i),  en  y  substituant  la  valeur 
mentionnée  de  \  ;  elles  démontrent  donc  que  cette  dernière  fonction 
est  une  sobitiou  des  équations  (1).  De  plus  c'est  une  intégrale  complète. 
En  ell'cl,  elle  eontienl  11  —  ///  4- i  constantes  arijitraires  distinctes  /', 
6,,  A^,  . . .,  t>,i-m  <■'  1''  déicrminant  fonclionnel 

d\  ô\  ô\ 


p.  1   dx,„  i  I    Or,„^,  àx„ 

b^b., b„.,„ 
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ne  s'annule  pas,  car  pour  les  valeurs  initiales  des  variahles  x,,  x.^, 

./•„,  il  devient  égal  à   i . 

Cela  étant,  on  voit  bien  que  la  fonction  V  sert  à  représenter  Tinté- 
grale  complète  des  équations  (i)  et  les  éciuations  intégrales  du 
système  (3).  Cette  fonction  jouit  donc  de  propriétés  toutes  analogues 
à  la  fonction  principale  de  Jacobi  dans  sa  théorie  concernant  une 
seule  équation.  Qu'il  nous  soit  permis  de  donner  aussi  à  \'  le  nom  de 
fonction  principalr  de  la  théorie  des  équations  que  nous  venons 
d'étudier. 

Théorème  Itl.  —  Les  constantes  a,,  bi  conse/ra/il  les  mêmes 
valeuj-s  initiales,  supposons  que  les  v  premières  équations  (  S  )  soie/it 
résolubles  par  rapport  aux  constantes  b,,  b..,  ...,  b,..  Posons 

V=  f\lli  -+-    y    a,b,^b, 

b  étant  une  nouvelle  constante  arbitraire.  En  éliminant  les  valeurs 
A,,  /?„,  ...,  b,,  a,^,,  a,^_2,  ...,  ««-,„,  en  vertu  des  équations  (8),  ou 
obtient  une  intégrale  complète  des  équations  (i). 

Procédant  de  même  qu'en  démontrant  le  théorème  il,  il  viendra 

U  s'ensuit  donc  que  les  équations  intégrales  du  système  ( 'i~)  prennent 
la  forme  suivante: 


.,  /i  —  m , 


^X    =       a,,  .î  =  f  -1-  I ,  r  -I-  -i Il  -  m. 

Journ.  de  Math.  (5-  série),  lomc  V.   —  Kasc.  I\,    i^.j.j.  -"-> 
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La  valeur  de  V  en  fonction  des  j?,,  x.,,  . . .,  x,,  est  bien  une  intégrale 
complète  du  système  (i),  car  il  est  impossible  d'éliminer  toutes  les 
constantes  a,,  a,,  . . .,  a,.,  &.,^_| ,  b^+^i  •  •  •>  ^«-m  des  équations  (12),  ces 
dernières  étant  des  équations  intégrales  distinctes  du  système  ('^). 

Le  théorème  démontré  est  une  généralisation  des  idées  de  M.  Ber- 
trand (')  concernant  une  seule  équation  aux  dérivées  partielles.  Il 
contient  comme  cas  particuliers  celui  où  toutes  les  équations  (8)  sont 
résolubles  par  rapport  aux  constantes  bi,  et  le  cas,  étudié  dans  le 
théorème  II,  où  il  est  sujîposé  possible  d'éliminer  toutes  les  con- 
stantes bi  des  équations  (8).  Le  rapport  du  théorème  111  aux  cas  cités 
est  le  même  que  dans  les  théorèmes  connus  de  Jacobi  et  M.  Mayer  (-) 
à  celui  de  M.  Bertrand  ici  mentionné. 

Nous  allons  à  présent  tirer  quelques  conséquences  des  théorèmes 
démontrés  relativement  aux  problèmes  d'intégrations  des  équations 
différentielles  (3).  Mais,  remarquons  en  premier  lieu  que  ces  dernières 
équations  présentent  une  généralisation  des  systèmes  canoniques  des 
équations  différentielles  ordinaires,  qui  s'en  déduisent  en  posant  m  =  i . 
On  verra  d'ailleurs  que  les  équations  (3)  admettent  les  mêmes  pro-, 
priétés  que  ces  dernières.  Nous  proposons  donc  de  nommer  les  équa- 
tions en  question  système  canonique  des  équations  aux  différen- 
tielles totales;  quant  aux  a;,„+,-,  /?„+,-,  nous  les  appellerons  variables 
canoniques  appartenant  relativement  à  deux  classes,  Vd positive  et  la 
négative. 

Théorème  W  .  —  Si  Von  connaît  n  —  m  intégrales  distinctes  en 
involution  du  système  (3) 

(  ■|,(.r.,  •^•.,  •  •  -,  •^•«,  P,„^^,p,n^x,  ■  ■■,P>>)  =  b, 
(•3) 

[  i  =^  i ,  1,  . . ,  /i  —  m, 

les  bj  étant  des  constantes  arbitfaires,  son  intégration  se  ramène  à 
une  quadrature. 


(')  Comptes  rendus,  t.  LXXX'Il,  p.  64 1- 
(■)    Vat/i.  An.,  r.cl.  III,  S.  435. 
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Les  intégrales  (i3)  sont  dites  en  involution  si  Ton  a  des  identités 

i  =  1 

pour  toutes  les  valeurs  distinctes  A,  k  de  i  à  /«  —  m. 
On  a  de  plus  les  identités  suivantes 

A-  =  1 ,  2,  . . . ,  m,  /  =  1 ,  2,  . .  . ,  «  —  m. 

Jl  s'ensuit  donc  que  les  équations  (i),  (i3)  présentent  un  système 
de  n  équations  aux  dérivées  partielles  p,,  p.,,  ...,  p„  en  involution. 
Leur  intégrale  complète  s'obtient  en  effectuant  la  quadrature  de  la 
différentielle  exacte 


Supposons  que 


s  =  l 

z  =  \  +  b 


soit  son  intégrale,  V  étant  une  fonction  des  variables  ,/;, ,  x.,,  ...,  x„ei 
des  constantes  ^,,  h  une  constante  arbitraire.  D'après  le  théorème  I, 
les  n  —  m  intégrales  cherchées  du  système  (3)  sont 


g-a.  ^  =  1,2, 


a,  étant  de  nouvelles  constantes  arbitraires. 

Évidemment  ce  théorème  est  une  généralisation  de  celui  de  Liou- 
viile  (')  concernant  un  système  canonique  d'étjuations  différentielles 
ordinaires.  C'est  un  des  plus  beaux  théorèmes  démontrés  par  M.  S. 
Lie  {-).  Mais  notre  démonstration  est  remarquable  par  sa  simplicité  en 
comparaison  avec  celle  de  cet  éminent  géomètre. 


(')  Journal  de  Liouville,  i"  série,  t.  XX,  p.  iS;. 

(-)   M.  S.  Lie  examine  les  équations  linéaires  aux  dérivées  partielles  du  pre- 
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Théorème  ^^  —  Si  l'on  connaît  k  intégrales  distinctes  et  en  imo- 
lution  du  système  (3) 


(i4) 


•|,(j;, ,  .r,,  . . . ,  ./;„,  /j,„^, ,  /7,„+2,  . .  . ,  p„)  =  b„ 
/  =  i,u,  ...,A-, 


A-  étant  moindre  que  n  —  m,  l'intégration  des  équations  (3)  revient 
à  celle  d'un  système  canonique  aux  différentielles  totales  d'ordre 
in  —  ini  —  ik. 

Supposons  les  équations  (i'\)  résolubles  par  ra])porl  aux  variables 
p,n+\i  Pm^2^  •••)  Pm+A-  Lcs  équalious  (i),  (i-\),  ainsi  que  celles  qui  en 
résultent 

p,-h  1\',.(1),,Ik,,  ...,b^,x,,x..,  ...,x„,p,„^^+,,  /),„+A+o,  ...,/j„)  =  o, 

!•  =   I  ,  2,    .      .,  «ï   -t-  /.-, 

présentent  un  système  en  involution.  Pour  intégrer  le  système  (3),  il 
suffit  d'avoir  une  intégrale  complète  de  ces  dernières  équations.  Mais 
ce  problème,  à  une  quadrature  près,  est  équivalent  à  celui  d'intégration 
des  équations  canoniques  aux  difl'érentielles  totales 

(         /                  "v    '^".'     / 
1        (tJ'fn^i  ^=        y  -ï ax,„ 

(•5)  ,  '"^'  m:.   , 

[  /  =  A  +  1 ,  A-  4-  2,  . . .,  rt  —  n/, 
C'est  ainsi  que  l'ordre  du  système  (3)  s'abaisse  de  2k  unités. 

niier  oidre  d'une  seule  fonction  inconnue  <f 

(/>/  H-  Ilyt-,  <s)  ^  G,  A  =r  1 ,  2,  .  .  . ,  m, 

qui  correspcmdenl  à  noire  système  (3)  {Malli.  An.,  lid.  \l,  S.  469). 
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Théorème  VI.  —  I^e  problème  d'intégration  du  système  (Z)  exige 
Il  —  m  opérations  d'intégration  d'ordre 

in  —  am,     in  —  ini  —  2,      ...,     4j      2 

ft  une  quadrature  ('). 

Par  une  opération  d'ordre  n  —  ni  nous  aurons  une  intégrale  du 
système  (3)  que  nous  supposons  résoluble  par  rapport  kp,„_,.  L'ordre 
du  système  ('3),  d'après  le  théorème  précédent,  s'abaisse  de  deux 
unités.  On  parvient  donc  à  un  système  de  2n  —  2ni  —  2  équations 
canoniques  aux  différentielles  totales.  On  le  traite  de  même  que  le 
système  (3)  et  ainsi  de  suite. 

Il  va  sans  dire  que,  dans  certains  cas,  l'ordre  des  opérations  exigées 
peut  être  diminué.  Supposons,  par  exemple,  les  fonctions  H,,  H,,  .... 
H,„  indépendantes  de  v  variables  37,,  x.,,  ...,  x,,.  Prenons,  suivant 
Jacobi  (-  ),  au  lieu  des  variables  r,  x,,  x^,  . . .,  x„  pour  nouvelle  fonc- 
tion 

1  =  1 

et  pour  nouvelles  variables  indépendantes  p,,  p,.,  . . .,  p,..  Les  m  équa- 
tions (i)  se  transforment  dans  m  équations  nouvelles,  de  même  en 
involution;  mais  le  nombre  des  variables  indépendantes  diminue  de 
V  unités.  Donc  le  nombre  et  l'ordre  de  toutes  les  opérations  à  clTectuer 
sont  de  c  unités  moindres. 

Les  opérations  mentionnées  terminées,  on  a  par  une  quadrature 
une  intégrale  complète  du  système  (i),  et  les  formules  (G)  du  théo- 
rème I  donnent  l'intégrale  générale  des  équations  (3^. 

Arrêtons-nous  ici  pour  dire  quelques  mots  sur  le  théorème  II  et  son 


( ',)  Comme  on  le  fait  d'ordinaire,  nous  appelons  le  calcul  d'une  intégrale  il'un 
système  de  |j.  équations  aux  difl'érenlielles  totales  de  [>. -h  r  variables,  r  étant  un 
nombre  provisoire  quelconque,  opération  d'intégration  d'ordre  jx. 

(-)    Vorlesungen  ùber  DYnainil\,  zweile  Ausgabe,  iSS.'i,  S.  164. 
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lemine  préliminaire;  ils  ont  ctc  énoncés  par  M.  Mayer  ('  ),  comme  je 
l'avais  menlionné  dans  les  Comptes  rendus  de  l'Académie  des 
Sciences  du  ■:i\  juillet  1899,  en  donnant  leur  extension  aux  équations 
quelconques  en  involution. 

Or,  la  théorie  développée  constitue  une  certaine  relation  entre  la 
méthode  des  caractéristiques  de  Cauchy  et  les  deux  méthodes  de 
Jacobi.  C'est  ce  que  M.  Delassus  a  démontré  pour  une  seule  équa- 
tion (-). 

Remarque.  —  Nous  avons  toujours  supposé  que  les  équations 
(r3),  (t4)  et  celles  du  théorème  ^  I  sont  résolubles  par  rapport  aux 
variables  /3,„t,,  />,„+2?  -  •  •  H  est  aisé  de  voir  que  cela  n'est  point  néces- 
saire, car,  si  ce  n'est  pas  le  cas,  il  suffit  d'cirectuer  une  transformation 
de  M.  Mayer  (■')  en  réduisant  plusieurs  variables  canoniques  de  classe 
positive  dans  la  négative  et  à  l'inverse. 

Tout  ce  qui  vient  d'être  dit  démontre  quelle  grande  analogie  pré- 
sente la  théorie  d'intégration  des  équations  canonicjues  aux  dilTéren- 
tielles  totales  (3)  avec  celle  des  équations  difTércntielles  canoniques 
ordinaires.  .Mais  il  est  aisé  de  pousser  cette  analogie  encore  plus  loin. 

Evidemment,  les  parenthèses  de  Poisson  composées  des  fonctions 
présentant  les  premiers  membres  des  intégrales  du  système  (3),  don- 
nent lieu  à  de  nouvelles  intégrales. 

Les  équations  intégrales  du  système  (3)  admettent  une  forme  cano- 
nique, jouissant  des  mêmes  propriétés  que  celle  des  équations  canoni- 
ques différentielles  ordinaires. 

Chaque  système  complet  des  équations  intégrales  du  système  (3)  se 
ramène  à  cette  forme  canonique,  etc. 


(')  Nachrichteii  von  der  k.  Gesellschafl  (1er  \V.  Gôttingen,  S.  299;  1878. 

(^)  Bulletin  des  Sciences  mathématiques,  p.  187;  1897. 

(*)  Math.  An.,  Bd.  \'III,  S.  3i3. —  Co»i/?/ei" /'e/if/Ms,  26  juin  et  3  juillet  1899. 
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CHAPITRE  III. 

ÉTUDE    SLR    LES    ÉQUATIONS    CO^T£^A^T    LA    FONCTION    INCOKXUE    EXPLICITEMENT. 


Supposons  que  les  O(pialions  étudiées  conlieiincnt  exjjlicilciueiU  ia 
l'onction  inconnue  z  et  incUons-lcs  sous  la  foiMiie  suivante  : 


(■) 


P,,-^  ll/,(-^'.'  ■''■2,    •  •  •>   -'''n   -,  Pm^n   P,„  +  ;,    ■■■,  Pn)  =  ", 


(  /i  =^  i ,  2.,  . . .,  ni,  lit  ^ II. 

Ces  dernières  équations  tonnant  un  système  complet,  les  éjialités 


(^) 


dU,,  6)11;, 


H,_!^'  +  Î^H, 


~rr"  /    (}1I„      dlh  dU,       dll,, 


àpm+i   d-^m+i  àPm+i   d.V,„^i 


c/n,,  _   <m,,       du,, 
dl^t  ~  ôJ^i  "^  UT  P'"^''        •  •  •  ' 

sont  identiquement  satisfaites  pour  toutes  les  valeurs   distinctes  des 
indices//,,  /i  de  i  k/)i.  Les  conditions  citées  ont  une  forme  remarquable, 
car  elles  deviennent  identiques  à  celles  du  Chap.  II,  ipiand  les  fonc- 
tions H/  ne  contiennent  plus  z. 
Les  équations 


(3) 


dz 


y  i  yp„    '^"' 


k  =  1     \   I  =  1 


Op„ 


WAdx,, 


dW 


dp,„,,=  -  2^j- ;^/.<A, 


J  =  I,  2,  ...,//  —  ///, 
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présentent  bien  un  système  aux  clifTérentielles  totales,  si  les  équa- 
tions (i)  forment  un  système  complot,  comme  il  se  trouve  démontré 
dans  le  Chapitre  I.  Nous  proposons  de  donner  à  ces  dernières  équa- 
tions (3)  le  nom  de  système  canonique  généralisé  des  équations  aux 
différentielles  totales.  En  y  posant  m  =  i  on  obtient  les  équations 
dill'érentielles  ordinaires,  étudiées  par  Jacobi  dans  ses  Mémoires  pos- 
thumes (').  Nous  allons  continuer  à  développer  notre  théorie  en 
démontrant  les  théorèmes  suivants  : 

Théorème  I.  —  Soit 
(4)  -  =  V(.r, ,  x:,,  ....  x,„  h,  h,,  b., b„_,„) 

une  intégrale  complète  des  équations  (i),  è,  A,,  . . .,  b„_„i  étant  des 
constantes  arbitraires.  Le  déterminant  fonctionnel 

y      ^^'  <^^'  à\ 


(5)  D 

/le  s'anniiiaiil  pas,  les  équations 

(6) 


t>,  b„  b,,  ...,  b„. 


~"  ~      '  djc,„+i  ~  ^"'^"  'ôb,  ~  ^'db 


\  1=  \ ,  1,  . . .,  n  —  m, 

donnent  l'intégrale  générale  du  système  {'i),  «,  étant  de  noU\ellcs 
constantes  arbit/'aires. 

Il  est  d'abord  nécessaire  de  romanpicr  que  les  écpialions  ((>)  son! 
résolubles  par  rapport  aux  variables  r,  /^,„,,,,  ■'■,„_^i.  i']vid(Mumcnl  lo 
//  —  IN -h  i  premières  équations  dorment  les  valeurs  r,  /»,„,,;  ([iianl 
aux  //  —  m  dernières  équations  (()),  en   leur   vertu   le   jacohiei;  des 


(')  Gesamme/te  IF'e/7.<?,  BJ.  V,  S.  ■>. i-,  397. 
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t'oiiclious 

d\  d\ 

dbj  '  db 

pai-  rapport  aux  x,n+i  devienl  égal  au  quolienl  du  (IiHcniiiiiaiil  (^  V)  et 

de  la  dérivée  -yr- •  Donc,  les  équations  qu'on  obtient  en  égalant  les 

dernières  fonctions  à  zéro  sont  résolul)les  par  rapport  aux  j;,„^_,. 

Cela  posé,  les  valeurs  trouvées  z,  x„,^_,,  p„,+,  satisfont  idenliquement 
aux  équations  (6).  Il  viendra  donc 


dx,  -  dx,    ^    Z  P'"^"    dx,   ' 

d^\                "y            dn'             àx„,^,          dp,„^i 

àx,n+,  dx,,        .m^  dx,„+i  dx,„^^     dx/,            dx\. 
i'  =  1 

dbi  àxi^ 

d'-\          "^"  /      d'\                     J-V     \dx„,+, 
"''dbdx,,    '    ^\dbidx,„^^        "'dbdx,„^J     dx,, 

!■=   1 

A   =  I,   2,    ...,  /)/, 

l'indice  /prenant  toutes  les  valeurs  de  i  à  //  —  m. 

D'autre  part,  en  substituant  dans  les  é([uations  (i)  leur  intégrale  (4), 
on  a 

à^\  "^    dU,-  d'\  «'II/. 

àxidx,„_^i        Jmâ  dj>„,^,.  dx„,+^dx,„+i  dx,„+i  ' 

d'\         "^'    dll,,         d'-\  dli,:  d\  __ 

àxkdb'^  ^àp^^à^,+,db        "^    dz    db~*^' 

d-\         "^"    dWu         d^\  (^H/,  J\' 

'  H ï 77-    =   "l 


dx,,  dbi        ■•^  dpin^v  dx,n^v  dbi  dz    dbi 

i=  J,  2,  ...,  Il  — m, 
l'indice  k  prenant  les  valeurs  de  i  à  m. 

Journ.  de  Malh.  (5°  série),  lome  V.  —  Fasc.  IV,  1899.  ^9 
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Il  est  d'ailleurs  aisé  d'en  tirer  de  nouvelles  identités 


.■=  1 


^  dT„,+iâJc,„^t,\    dx^.  Op,„+,.)  dock     ~^  dx 

"^  (      d'\  â'X      \(âx,„^..         àH,  \  _ 

2U\d.T,„^,dbi         "'dx,„  +  ,âb)\    dx,  dp.„+J 

<■  =  ! 

i  ^  i,  2,  . . .,  Il  —  m, 

ayant  lieu  pour  toutes  les  valeurs  de  l'indice  k  de  i  à  m. 

On  vient  de  voir  que  le  déterminant,  formé  par  les  coefficients  des 
n  —  m  dernières  équations  linéaires  par  rapport  aux  n  —  m  quantités 

dx„,^^  dUi, 

ax^.  OPm  +  i' 

ne  s'annule  pas.  Par  conséquent  on  obtient  des  identités 

l        àx^:  dp,n  +  i 

I  dp,„+,  _  _    du,, 

(7)  i     àxit  dx,„j^i' 

là:  yri  dH,,  „ 

f        -; —  =     7    Pni-n. -; —  «11, 

dXk         ^l  "'*'  dp,„^,  " 

OÙ  les  indices  /,  A  prennent  les  valeurs  mentionnées  de  1  à  /<  —  m  et  de 
I  à  m. 

Notre  théorème  est  donc  démontré,  car  les  équations  (3  )  sont  iden- 
tiquement vérifiées  par  les  fonctions  z,  r,,,^,  p,„+i  tirées  des  équa- 
tions (6). 

Théorème  II.  —  Soient  les  équations 

(8)  3=   ©(.r,,  J^j,  . . .,  a:r,„,  a,,  ao,  . . .,  a„_„,, /^  ^^.  •  •  •' /^/-m ') 

(9)  x„,^i  =  fi{x^,x^,  ...,x,„,a,,a.„  ...,  a„^,l>,  b ,/>„_„>' 

(10)  Pm+i=  Fi(-ï^.,^2,  •••,-ï^m,  «.,«i,  ••■,  a„_,„,h,b,,  ...>„-„). 

f  =^  I,  2,  ...,«  —  m, 
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l'intégrale  générale  du  système  (3),  les  constantes  arbitraires  a,,  //,, 
b  représentant  les  valeurs  initiales  de 

X,n^i.   p.n-^i,        -  -  2  ^'"+' /'"'+'■■ 

En  éliminant  de  la  formule  (8)  les  constantes  «,,  en  vertu 
des  équations  (9),  on  obtient  une  intégrale  complète  du  sys- 
tème (1). 

Le  ihéorème  énoncé  est  démontré  dans  le  Cliapitre  1.  Oc,  je  veu.v  en 
donner  une  nouvelle  démonstration,  représentant  une  généralisation 
de  celle  du  Cliapitre  précédent. 

Posons 

U,=V»_,/^-H,. 

Les  équations  (3)  et  les  conditions  (7  )  sont  idenlicpiemenl  satisfaites, 
en  vertu  des  relations  (8),  (9),  (10). 

Cela  posé,  en  conservant  les  notions  du  (Hiap.  Il,  il  viendra 

1=1 

La  dernière  expression  prend  aisément,  en  vertu  des  identités  (  7  ),  la 
forme  suivante  : 

1  =  1 
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Quant  à  la  première  formule,  comme  ou  a 

odz  =  do:., 
elle  dovienl 

'M  '"'■  "  ^  P'"-^'  ^^'^■'"+'  )  "*"  (  ^^  ~  ^  P'"^'  '"'^"'+'  )  2 1)7  '^■**  =  " 
D'ailleurs,  en  vertu  des  conditions  (2),  la  formule 


est  une  différentielle  exacte  rfW. 
Il  vient,  par  conséquent, 


r/  (  or  —    V  p,„^iCX,„^i  )  +  (  ^^  ~  ^  Pm+i^^J-'m+i  \  fA^'  =  (). 

Donc,  en  intégrant  cotte  dernière  é(jualion,  ayant  par  hypothèse 

-0  =  ^>  +  51^''''' 


nous  avons 


m+i  ■'X/n 


.,={ob^^a^ii:),ri:/\ 


A\  „  étant  la  valeur  de  ^\   pour  les  valeurs  initiales  des  variables  x',, 
a?2,  .  • .,   t'/n-  Comme  on  a 

dz  =  ^  p,n..idx,n^,  —  V  Wf^dx,,, 

,=1  *     :1 

la  valeur  A-  devient 
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l.es  c-qualions  (9)  étant  résolubles  par  rapport  aux  cr,-,  il  est  aisé  de 
les  éliminer  de  l'équation  (8).  Soit 

(11)  :■  =  \(x,,x,,  .  ..,x„,  b,  h,,  />., //„  ,„) 

le  résultat  obtenu.  Évidemment,  la  fonclion  V,  eu  y  substituant  les 
fonctions  (9)  ic,„+,,  devient  identique  à  la  valeur  (8)  de  ;.  Ou  a  doue 


La  comparaison  des  deux  valeurs  obtenues  de  la  dillérenlielle  A: 
nous  donne  les  identités  suivantes  : 


<)V  d\ 


ÔJc^^i  ^  t^'"*"  Obi 

i  =  1 ,  2 , . . . ,  /i  —  /?^ 
J^  +  H,  =  o,         k  =  i,;,...,w. 

OJClc 

Il  s'ensuit  que  le  système 

i  =  1,2,  .  ..,n  —  m, 

représente  les  équations  intégrales  du  système  (3),  écrites  sous  une 
forme  nouvelle. 

Quant  à  la  fonction  V,  définie  par  l'équation  (t  i),  elle  est  une  inté- 
grale complète  des  équations  (i).  On  voit  de  plus  qu'elle  admet  les 
mêmes  propriétés  caractéristiques  que  la  fonction  principale,  intro- 
duite dans  le  Cliapitre  précédent.  Il  serait  aisé  d'aller  encore  plus 
loin,  en  étudiant  cette  fonction  dans  les  cas  où  les  équations  {S)  sont 
résolubles,  soit  par  rapport  à  quelques-unes  des  constantes  /^,  soil  par 
rapport  à  toutes.  Si  Ton  a  dans  ce  dernier  cas  m  =  i,  le  système  (1) 
ne  contenant  qu'une  seule  équation,  on  obtient  les  théorèmes  démon- 
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1res  par  Jacobi  dans  les  Mémoires  mentionnés  plus  haut.  Mais  c'est  là 
que  je  terminerai  mes  recherches  sur  cette  fonction,  la  théorie  étudiée 
étant,  à  mon  avis,  suffisamment  élucidée. 

Il  ne  me  reste  qu'à  dire  quelques  mots  sur  le  problème  d'intégration 
des  systèmes  canoniques  généralisés  d'équations  aux  difTérentielles 
totales.  On  parvient  aisément  à  établir  les  théorèmes  suivants  : 

1"  Si  l'on  connaît  n  —  ni  -^  i  intégrales  du  système  (  Z)  distinctes 
par  rapport  aux  p  cl  de  sorte  qu'en  les  joignant  aux  équations  (  i) 
on  en  lire  les  valeurs  z,  p  en  fonctions  des  variables  x, ,  a%,  . . .,  x,„ 

vérifiant  les  conditions  p  =  ^,  on  obtient  les  autres  n  —  ///  intc- 

grales  cherchées  rien  que  par  des  différcntiations . 

2"  Si  l'on  connaît  r  intégrales  du  système  (3)  distinctes  par  rap- 
port aux  p,  t'  étant  moindre  que  n  —  m  -h  i,  de  sorte,  qu'ensemble 
avec  les  équations  (i),  elles  forment  ti/i  système  complet,  l'ordre 
du  système  ('^)  s'abaisse  de  2V  unités. 

3"  Le  problème  d'intégration  du  système  (3)  n'exige  que 
n  —  m  -f-  I  opérations  d'ordre  j.n  —  2/?^  -l-  i,  in  ini  —  i,  .... 
3 .  1 . 

Leur  vérité  devient  évidente,  quand  on  poursuit  Tordre  d'idées 
développé  plus  haut  et  n'exigeant  que  des  calculs  tout  à  fait  élémen- 
taires. 
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mission à  l'École  Polytechnique.  Grand  in-8,  avec  44  fig.  ;  1892.     3  fr.  2  > 


—  3  — 

HÔDEL  (JO,  Professeur  de  Mathématiques  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Bor- 
deaux. —  Tables  de  logarithmes  à  CINQ  DÉCIMALES  pour  les  Nom- 
bres et  les  Lignes  trigonométriques,  suivies  de  Losiirithmcs  d'addition 
et  do  soustracliun  ou  |jit;arithmesde  Gausset  dediversesTables  usuelles. 
Nouvelle  édition,  revue  et  augmentée.  Grand  in-8;  189G.  {L'introduction 
de  cet  Ouvraj^e  ilans  les  Ecoles  publiques  est  autorisée  par  décision  du 
Ministre  de  l'Instruction  publique.) 

Broché 2  fr.    |    Cartonné 2  fr.  75  c. 

SCHRÔN  (  L.  ).  —  Tables  de  logarithmes  à  sept  décimales  pour  les 
nomiires  depuis  1  jusqu'à  108000  cl  pour  les  liiriics  lri.L;iinomctriques 
de  dix  secondes  eu  dix  seconilcs,  et  Table  d'interpolation  pour  le 
calcul  des  parties  proportionnelles:  jHéeédées  d'une  Introduction 
par  y.  Moue],  Pnifesseui-  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Bordeaux.  Grand 
in-S  Jésus,  sur  vélin  ec^llé.  Paris,  1897. 

Broché 10  fr.    |    Cartonné iifr.  75  c. 

On  vend  séparément  : 

PRIX  : 

Broclié.  Cartonné. 

Tables  de  logarithmes S  fr.  9  fr.  75  c. 

Tables  d'interpolation 2  3         23 

PETERSENiJuliusi,  l'rofesseur  à  l' Université  de  Copenhague.  —  Méthodes 
et  théories  pour  la  résolution  des  problèmes  de  constructions  géo- 
métriques, avec  applieatiou  à  plus  de  400  problèmes.  Traduit  par 
0.  Ciii£.MiN,  Ingénieur  en  chef  dos  Ponts  et  Chaussées,  Professeur  à 
l'Ecole  des  Ponts  et  Chaussées.  2°  éd.  Petit  in-8,  avec  fig.  ;  1892.    4  fr. 

SAD'VAGE  (P.),  Professeur  de  Mathématiques  (St-Cyr)  au  Lycée  de  Mont- 
pellier. —  Les  lieux  géométriques  en  Géométrie  élémentaire.  In-8, 
avec  figures;  1893 3  fr. 

BRISSE(Ch.),  Professeur  à  l'École  Centrale  et  au  Lycée Condoreet,  Répé- 
titeur à  l'École  Polytechnique.  —  Recueil  de  problèmes  de  Géométrie 
analytique,  àl'usage  desclasses  do  Mathématiques  spéciales.  Solutions 
des  problèmes  donnes  au  concours  d'admission  à  l'Ecole  Centrale 
depuis  1862.  2'édition.  In-8,  avec  figures  ;  1892 5  fr. 

NOUVELLES  ANNALES  DE  MATHÉMATIQUES,  Journal  des  Candidats 
aux  Ecoles  spéciales,  à  la  Licence  et  à  l'.Vgrégation,  rédigé  par  M.  C.-A. 
Luisant,  Docteur  es  Sciences,  Répétiteur  à  l'Ecole  Polytechnique,  Pro- 
fesseur à  Sainte-Barbe,  et  M.  X.  Jntomari,  Docteur  os  Sciences,  Pro- 
fesseur de  Mathématiques  spéciales  au  Lycée  Carnot,  ancien  Elève  do 
l'Ecole  Normale  supérieure  (Publication  fondée  en  1842,  por  Gekono  et 
Tkrquem,  et  continuée  par  Gerono,  Piioihet,  Boirget.  Bbisse  et 
M.  RoicHÉ,  jusqu'à  la  fin  de  iSgj.)  In-8,  mensuel,  3°  Série,  Tome  XVIII; 
'899. 

Les  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques  paraissent  chaque  mois 
et  forment  par  an  un  volume  in-8  de  31!  fouilles,  avec  figures. 


.-,  4.  --, 
L'abonnement  esl  annuel  et  part  de  janvier. 

Prix  pour  un  un  (  12  NiMKnos)  : 

Paris 1 5  fr. 

Départements  et  Union  postale 17  fr. 

Autres  pays 20  fr. 

S'adresser,  pour  la  rédaction,  à  M.  L.msant.  1G2,  avenue  Viclor-Hugo, 
ou  à  M.  A?(TOM\iii,  II*",  rue  Daubigny,  à  Paris. 

1""  Série,  20  volumes  in-K.  années  iS.J'i  à  1S61 000  fr. 

Les  Tomes  I  à  VII,  et  XVI  (■1842-1848  et  iSîy)  ne  se  vendent  pas 
séparément.  Les  autres  Tomes  de  la  i'"  Série  se  vendent  séparément. 

i5  fr. 

2''  Série,  'o  volumes  iii-8,  années  1862  à  1881 3oo  fr. 

Les  Tomes  [  à  111,  V  et  XIX  (1862  à  18G4,  iSGG  et  1880 1  do  la 
2°  Série,  ne-  se  vendent  pas  séparément.  Les  autres  Tnmps  se  vendent 
séparément. 1.')  fr. 

La  3"  Série,  commencée  en  iSS-î,  continue  de  paraître  chaque  mois  par 
cahier  de  48  pages  au  moins. 

Les  Tomes  I  à  XV'K  (1882-1898')  de  la  3*^  Série  se  vendent  séparément. 

i5  fr. 

INTERMÉDIAIRE  DES  MATHÉMATICIENS  (L'  U  dirigé  par  C-  I.  Lai- 
sfiiit,  Docteur  es  Sciences,  ancien  Kléve  de  l'ficole  l'oh  ti'chiiiipie,  et 
Emile  Lemoiiie.  Ingénieur  civil,  ancien  Élève  de  rKcoIc  Piilyleehinrpic. 
Fondé  en  i8i)4  ■  In-8  mensuel.  Les  abonnements  sont  annuels  et  parlent  de 
.Janvier. 

'  Vrix pour  un  an  (  12  NUJliinos  )  : 

Paris.  7  fr.  —  Départements  et  Union  postale.  8  fr.  'm  c. 

Les  années  antérieures  se  vendent  chacune 7  fr. 

■  MM.  Laisant  cl  Lcmoine  ont  eu  l'heureuse  idée  de  mettre  en  rapport  scien- 
tifique les  malhénialiciens,  au  moyen  d'un  or^'ane  international  dont  le  titre. 
V Intermédiaire  des  Mnt/iématicienx, indique  le  but.  Ce  recuoil  mensuel,  qui 
j)arail  depuis  janvier  i8i)'|,  n'admet  d'autres  ailicics  qu<;  des  ipiestions  posées 
j)ar  les  niatliémaliciens  à  leurs  rollégues,  soit  pour  en  Indiipier  l'inlérèt  gé- 
néral, soit  pour  les  besoins  de  leurs  recherches  pei'sonnelles.  el  les  réponses 
il  ces  questions.  La  .Matiiémati^pic  est  si  vaste  maintenant  que  nul  n'en  eonnail 
eoinplétement  même  une  des  In-aiiehes.  et  qu'une  (|ueslioii  de  détail  (science, 
histoire,  bibliographie)  peut  arrêter  longtemps  un  savant  de  premier  ordre, 
si  ee  détail  sort  du  cadre  de  ses  études  ordinaires,  tandis  qu'elle  ne  serait  qu'un 
jeu  pour  un  autre. 

Cette  publication   répond  évidemment  i  un  besoin,  car   elle  a  reçu,    ih  ~  le 
principe,  l'accueil  le  plus  empressé  dans  le  monde  scicntilique. 
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